LOGICA E PROVA

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

Estas notas contém uma formalizagao da légica classica de primeira
ordem, fortemente baseada em igualdade e, por isso, comumente iden-
tificada como logica equaciona]ﬂ em [2]. Alguns dos axiomas e regras
de inferéncia introduzidos no texto de Gries Schneider [2] sdo apre-
sentadas abaixo. O sistema de deugao natural também é apresentado.
Ao longo do curso de Técnicas de Busca e Ordenagao vocé pode usar
os sistemas de prova de logica equacional, Deducao Natural, Sequent
Calculus, ou sistema de Hilbert. O importante é que use um sistema
de forma coerente e apresente referéncia para as fontes de suas regras
para que nao restem duvidas sobre quaisquer passos de suas provas.

Estas notas contém exercicios que deverao ser entregues até a data
estabelecida na pagina da disciplina.

~ , JAN . .
Notacao 1. O simbolo = € usado para introduzir nomes como abre-
viagoes de formulas, ou seja, introduzir nomes/simbolos via defini¢cdoldgica.
Por exemplo,

PéOSkSm/\S:(+i:0§i<k:v.i)
introduz o simbolo P como nome para a formula
0<k<mAS=(+i:0<i<k:vi)

Notagao 2. A definicao indutiva do conjunto de férmulas da logica
cldssica pode ser encontrada em textos como [2] ou [3]. Vale notar que
serao usados:

e (—p): megagdo de p.

e (pAq): conjuncdo de p e q.

e (pVq): disjuncao de p e q.

e (p=q): p implica q.

o (p=q): equivaléncia légica.
[ J
(Ve

: Px : Qx): quantifica¢iao universal: para todo x, satisfa-
zendO (Px), (Qx) vale.

! Veja a pagina de David Gries para uma | introducdo a equational logic.
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e (3x : Px : Qx): quantificacao existéncial: eziste algum x, sa-
tisfazendo (Px), tal que (Qz) vale.

Notacao 3. Como € usual em textos de teoria da prova, o simbolo -
€ usado para denotar uma relacao de consequéncia logica ou dedutibi-
lidade. Assim

o ' - « denota que, da conjungdao das premissas contidas em T,
a pode ser provada.
e -« denota que o € um teorema da logica.

Notagao 4. As seguintes regras, essencialmente retiradas de [1] e usa-
das tanto por Curryﬂ quanto por Church, poderao ser usadas para redu-
zir o numero de paréntesis usados em expressoes aritméticas e logicas.

e operadores aritméticos sao mais fortes do que operadores rela-
cionais. Assim

1+42=3
obviamente € uma abreviacao de
(14+2)=3

e dentre os operadores relacionais, nega¢ao € o mais forte, sequido
de conjuncao e disjuncao e, por ultimo, implicacao e igualdade.
e ponto (.) e dois pontos (:) podem ser usados como marcadores
para reduzir a numero de paréntesis. Fim e inicio de expressao
sao marcadores com zero pontos. As regras bdsicas para seu uso
neste texto sao:
(1) wm marcador com mais pontos tem mais for¢a do que um
marcador com menos pontos.

rev.x”y =:revy x
abrevia
(rev(z™y)) = (rev(y™z))

(2) um marcador a esquerda de um operador delimita uma ex-
pressao que se estende para a esquerda até um marcador
de mais alta prioridade.

T+ fy
abrevia

z+ f(y)

2Alids, se vocé tem interesse sério em Ciéncia da Computagao, cedo ou tarde
deveria ler [I].
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(3) wm marcador a direita de wm operador delimita uma ex-
pressao que se estende para a direita até um marcador de
mais alta prioridade.

(4) a expressao delimitada por um marcador respeita os tipos
da expressao envolvida.

rev.l = 1
abrevia

rev(l) =1
e nao

rev(L = 1)

que violaria o fato de rev mapeia sequéncias para Sequéncias.
(5) um ponto amarrado a um operador relacional tem mais
forca do que um ponto ligado operador funcional.

rev.x .=. rev.y
abrevia
rev(z) = rev(y)

(6) wm marcador mais a esquerda tem mais prioridade do que
um marcador mais d direita.

p=>.qg=.71=35
abrevia
p=(¢= (=5

Definicao 1. A sequir sao apresentados teoremas da logica de primeira
ordem que sao usados em diversas provas ao longo deste documento.
Note que:

e A equivaléncia logica de duas proposicées € representada pela
igualdade das mesmad) escrevendo-se

p=yq

em lugar de

pP=4q

3 Textos cldssicos de légica, por exemplo [3], preferem o uso de um simbolo
distinto, no caso (=) para representar equivaléncia l6gica. Essa também é tendéncia
seguida por [2]. E interessante notar, no entanto, que este ultimo texto liga os
sucessivos passos de uma prova, que sao equivaléncias logicas, usando igualdade.
Por isso, eu prefiro seguir a tradicao da logica de alta ordem e tratar equivaléncia
como igualdade de proposigoes.
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e Regras de inferéncia sao frequentemente introduzidas usando a
notagao:
FO F aq, Fl H aq
A
que abrevia o raciocinio: se 'y € um conjunto de hipdteses apar-
tir do qual se pode provar ag e I'y é outro conjunto de hipdteses
do qual se pode provar oy, entao do conjunto de hipdteses A €
possivel provar (deduzir) 3.
Para exemplo mais concreto, observe a sequinte a regra, apre-
sentada como Introducao da Conjuncao no sistema de Dedug¢ao
Natural.

Fp, kg
FpAg
que diz que

— se p € um teorema da logica e q € um teorema da logica,
entdo (p A\ q) € um teorema da ldgica;

— ou, lendo de baizo para cima, para provar que (p A q) €
verdadeiro (ou seja, = (p A q)), prove que p é verdadeiro
(ou seja, & p) e prove que q € verdadeiro (ou seja, b q).

2. LOGICA VIA IGUALDADE

Nesta secao, sao introduzidos os axiomas da formalizacao da logica
clasica usada por Dijkstra, Scholten e outros a partir dos anos 1980 e
que se caracteriza por uma apresentacao de provas baseada em igual-
dade, implicacao e transitividade das mesmas e de relagoes da aritmética.
O sistema formal chamado de légica E é introduzido e detalhado nos
capitulos 4 e 5 de [2].

Na apresentagao das regras e axiomas da légica valem:

e p,q,r denotam férmulas da légica: termos de tipo (valor) boo-

leano;
e a,b,c,x,y, z denotam termos arbitrarios.

2.1. Axiomas e regras de inferéncia. Os axiomas estabelecem as
propriedades fundamentais de igualdade e dos valores logicos: true e
false.

Fp

* Fple = B upstituicdo)
Fa=10
Leibni
F Elz = a] = Bz := b]< eibniz)
e -z = z(reflexividade(=))
Fe=y, . .
Epp— (simetria(=))
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Fr=y, Fy=
[ ]

z
transitividade(=
Fx=z M (=)
Fp, Fp=gq

o ———(
Fq

(p=4q) =r .=.p=(q=r){associatividade(=))

p = q = q = p(simetria(=))

A simetria da igualdade de proposicoes permite, pelo axioma

da associatividade, deduzir

Fllp=q¢)=q =p

equanimidade)

o
o

e também
Fp=(¢=(a=Dp)
e - true = ¢ = q({identidade(=))
o - false = —true(definicao( false))
o - —(p=q) = (—p = q)(distributividade(—, =))

Exercicio 1. Prove os sequiintes teoremas usando apenas os ariomas
ja apresentados.

(1) - true

(2) Fwp=q.=p=mg

(3) F==p=p

(4) F—=p=p= false

Os axiomas a seguir definem as constantes logicas V e A.

e (pVq) Vr.=. pV(qVr)(associatividade(V))
o - (pVq) = (qVp)(simetria(V))
etpVig=r).= (pVq) = (pVr)(distributividade(V, =))
e - pVp=p(idempotente(V))
o - pV —p(Excluded Middle)
e-pAg=p=q=pV q(Golden Rule)

Exercicio 2. Prove os sequintes teoremas, usando apenas os axiomas
ja apresentados.

(1) F p V true = true(Zero(V))

(2) FpV false = p(identidade(V))

(3) FpVigVvr)=(pVaV(pVr)irdist(V,V))

(4) FpVvg=pVog=p

(5) FpA—p= false

Exercicio 3. Define e prove as sequintes para a conjunc¢ao: simetria,
associatividade, idempoténcia, tdentidade, zero, distributividade de: N
sobre N\, A sobre Ve \Vsobre A.

Exercicio 4. Prove as sequintes leis, usando as regras jd apresentadas.
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(1) F=(pAq)=-pV—q
2)Fp=q.= (ANqV(PAq)
B)Fp=qA(r=p) = (p=q@ A (r=q)

Os axiomas a seguir definem implicagao(=-).
e -p=q=pVq=q(definicao(=))
e - (¢ < p) = (p= ¢q)(Conseqiiéncia)
o Fp=q=-pV(lrdef(=))
e - p = ¢ = —q= p(Contrapositiva)

Exercicio 5. Prove os sequintes teoremas sobre implicacao, freqiiente-
mente usados no processo de prova.

) bEp=(g=r)=(=>q9=@pE=r)
@ Fp=(qg=r)=(@p=q9=p=r)
(3) FpAg=rp =(¢=r)
(4) Fp= false .= —p

(5) F false = p .= true

Exercicio 6. Define e prove sobre sobre reflexividade, transitividade,
antissimetria, identidade e zero a direita da tmplicacao.

Exercicio 7. Os teoremas a sequir sao muito usados no desenvolvi-
mento de provas em geral. Prove-sos.

1) Fp = pV q¢(Weakening)

- p A ¢ = p(Weakening)
FpAq= pVq(Weakening)
FpVi(gAr)=pVqgWeakening)
FpAg=pA(qVr)(Weakening)
FpA(p= q) = ¢(Modus Ponens)

- A (= = r) = r(Andlise de caso)
Fp=r)A(g=r)= (pvq;‘r)

- Nag=p)=p=4q

Flp=q) = (pVqeg=q v r)(Monotonicidade(A))
F(p=q)= (pAr= qAr)(Monotonicidade(A))
F=(pVag)=-pA—q

3. DEDUGAO NATURAL

Uma alternativa para sistemas de prova com um nimero elevado de
axiomas como o que foi apresentado na secao anterior é o sistema de
dedugao natural, inventado por Gentzen [4]. Neste sistema, os axiomas
validos sao introduzidos através de regras de inferéncia que estabelecem
o significado das constantes logicas.
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Considere o seguinte conjunto de regras, apresentado em [2], onde
eigen(y, P) significa que y nao tem ocorréncia livre em P.

P, Q
[ ] P A Q
P;\)Q(/\l—elim) PgQ

Q
PvQ

(A-intro)

(Ag-elim)

(V1-intro)

PVQ (Vo-intro)

° P\/Q7P:>R7Q:>R(\/_ehm)
R
P,....,P,FQ

-int
* PlA.”}z:>Q&$ intro)

* %:w(i -elim)
PFQA-Q, .

® T(—'—lntro)

* w(ﬂ—elim)

P
P=Q,Q=7P

° (= -intro)

P=Q
P=qQ P=0Q
P=qQ ~p
P=PFP
true
true

P=P
—true
false

= false

(=1 ~elim) (= -clim)

(true-intro)

(true-elim)

(false-intro)

frue (false-elim)
° W(V—mtro), eigen(y, ') A eigen(y, A)

I'-VzA (
Fl_A[m ::7’]
'E3dzA

. m(ﬂ—imro)

V-elim)
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° W(H—ehm), eigen(y, ') A eigen(y, A)
Exercicio 8. Prove p Aqt q A p.
Prova.
I pAgqFqANq a provar
2 A pr (1)
3p (A1-elim).(2)
4 q (Ag-elim).(2)
5 qNp (A-intro).(3), (4)

O

O exercicio contém um exemplo de prova em deducao natural em
que uma subprova ¢é introduzida dentro de uma prova. Note:

a linha 1 é introduzida como conjectura a provar;
as linhas 2 e 3 sao premissas da conjectura;

a linha 4 introduz novo elemento a provar;

4.1 prova 4;

e 5 conclui a prova da linha 1.

Exercicio 9. Prove P,—pt ¢

Prova.
1 p,—phkq conjectura
2 p pr (1)
3 -p pr (1)
4 —gFpA-p to prove
4.1 pA-p (A-intro).(2),(3)
5 ¢ (—-elim).(4)

U

Exercicio 10. Use as regras de inferéncia do sistema de deducdo na-
tural, apresentadas em aula, e prove os teoremas da sec¢ao |3,

4. CONCLUSAO?

Estas notas representam um rascunho inicial de um curso de uso de
logica para prova de propriedades de programas. Elas sao necessaria-
mente incompletas e precisam de muitas correcoes e adicoes em termos

de:

e novos exemplos;
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® NOVOoS exercicios;
e validacoes usando algum assistente de prova.

Agradeco contribuigoes nesse sentido.
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