TBO (INF02598)
PROVA 0 : A REVANCHE
SOLUCAO E NOTAS

RAUL H.C. LOPES

1. INTRODUCAO

A soluao e as notas da prova seguem.

1.1. Vetores. Vale a notacao de vetores apresentada em sala com
S.0..m — 1, representando um vetor de m elementos indexado a partir
de 0, e S.i, o elemento de indice 7.

1.2. Ordem crescente e decrescente. Dado que S é um vetor de
m > ( inteiros, assuma as seguintes defini¢oes:

increasing.S.l.u 2 Vi,j:l<i<ji<u:S5i<8y
decreasing.S.l.u 2 Vi,j:l<i<j<u:S8i>987
bitonic.S.lau 2 Ji ¢ 1 <1 < w:increasing.S..i N decreasing.S.i.u
Assuma as seguintes abreviagoes:
S(l..u) Té increasing.S.l.u
S(l..u) lé decreasing.S.l.u
S(l..u) Ié bitonic.S.l.u
setof.S,l,u 2 {Si:l<i<u}

Note que setof.S,l,u é uma abreviagao para setof(S, [, u).

2. AS QUESTOES

Questao 1. Dados inteiros © > 0 e y > 0, deriwe algoritmos para
calcular inteiros q e r que serao respectivamente quociente e resto da
divisao inteira de x pory.

Solucao.
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division (xz, y, q, r) is
{x,yeInthz>0ANy >0}

[

inttially q=0Nr=x

do {P}
r>y — r,q,:=1r—y, q+1
od
{P AN—-B}
{R}

FiGura 1. Algoritmo de divisao inteira

Se o objetivo consiste em calcular resto e quociente da divisao inteiro,
entao ele pode ser traduzido em calcular

A
R=0<r<yANx=qy+r
0 que, por processo de weakening, da
T=qy+r
Sem mais truques e usando o método que o “tio” ensinou la no primdrio,
conte quantas vezes € possivel subtrair y de x, o que sugere que no
nicto:
g=0Ar==x
e a mvariante
A
P=x>0 Ny>0N0<r<xAr=xz—qy

r sempre decresce e € variavel derivada:

Tér

r deve ser decrementado de y e nao pode ser menor do que zero, o
que dd a guarda do loop e a transi¢ao:
A
B=r>y

= r,q:=r—vy,q+1

O algoritmo, complicadissimo, seque na figura 1.
A correcao do algoritmo seque trivialmente dos fatos provados a
Sequar.
e P € vdlido inictalmente. Prova trivial.
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e PANB = wp(S,P)

wp(S, R)

=(porque(q — 1)y = qy — y)
c>0Ny>0AN0<r—yAr—y<axzAr=z+qy

<(porque r —y > 0Ay >0)
r>0ANy>0r>0Ar—y<zAr=x+qy
<(porquey >0ANr<z=r—y<ux)
PAB

e PAN-B=R

R

0<r<yNhNz=qy—+r
=(aritmética)

r=r—qyANO<rAr<y
<(aritmética e weakening)

PAr<uy

PAB
e PANB=T3>0

T>0

=r>0

<(aritmética e weakening)
r>yANy>0

<= (weakening)
PAB

e PAN\B=T>T
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Note T' =r — vy, € valor T apds a transicao.

T>T
=r>r—y
=y >0
<PAB
o Fventualmente o loop termina, quando —B ¢é vdlido.

Trivial: T = r decresce, jd provado, y nao muda, eventual-
mente r <y, que é 1 B.

O

Questao 2. Dado um vetor S(0..m — 1) inteiros, sendo m > 0, derive
um algoritmo nao recursivo que use um unico loop para atualizar S
de tal forma que S.i contenha a soma do prefizo de tamanho v dos
elementos iniciais. Por exemplo, se S tem inicialmente os elementos

<5,-1,9,10,1,7,8 >
ao final S conterd:
<0,5,4,13,23,24,31 >
Por exemplo, S.3 contém ao final a soma: 045+ (—1) + 9.

Solucao.

O objetivo consiste em estabelecer estabelecer o prescan de S, que €
definido pela propriedade R:

R=Vj:0<j<m:Sj=(+k:0<k<j:Bk)

Generalizando R, pela subsituicao da constante m por uma varidvel i,
e definindo os limites de i, obtém-se a primeira parte da invariante:

P2 0<i<mAVj:0<j<i:Sj=(+k:0<k<j:DB.k)

Como cada S.i acumula a soma dos elementos que precediam i na
seqliéncia inicial, um artificiol trivial consiste em manter em alguma
variavel auziliar o valor dessa soma:

P2a=(+k:0<k<i:Bk)
A invariante do loop é P, € a conjuncao das duas condi¢oes com ofato
de que S(i..m — 1) ndo foi alterado.
P2 PoAP AS(i.m—1)=B(i.m—1)
A wvariavel derivada T € dbvia:

A .
T=m-—1
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prescan(S,n) is

{S(0.m —1),m € Int A\m >0}

[Var i,z\in Int
initially i=0Nz=0NB=S

do {P}
m—i # 0 — S.i,x,1:=x,5.14,i+1
od
{PAN-B}
{R}

FiGUuRrA 2. Algoritmo de divisao inteira

A guarda do loop e a transicao sio dados pro By e Sy:

Bo2 m—i#0
So 2 Sixi=xao+S8ii+1

O algoritmo aparece na figura 2. Note que B € usado apenas como
varidvel logica.
A corregao seque trivialmente dos sequintes fatos:

e PAN-By=R

R

i=mAVYj:0<j<i:Sj=(+k:0<k<j:Bk)
=
P A-By

e PANB=T>0

T>0

m—1>0
<(porque i <m Am —i#0)
P A By
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e PANBy=T>1T
T>T
=m—i>m—(i+1)
<P A By
e P A By= wp(Sy, P)
wp(So, P)

0<:4+1<m
AV :0<j<i+1:5j=(+k:0<k<j:Bk)
Ne+Si=(+k:0<k<i+1:B.k)
AS'(i+1.m—1)=B(i+1.m—1)
=(assumindo S(0..i — 1) = S’(0..i — 1))
0<i+1<m
AVj:0<j<i:Sj=(+k:0<k<j:B.k)
NS i=(+k:0<k<i:Bk)
Ne=(+k:0<k<i:B.k)
ANSi=DB.i
ANS'(i+1.m—1)=B(i+1.m—1)
=(S"i=axANS(i+1.m—1)=S@GE+1.m—1))
0<i1+1<m
AVj:0<j<i:Sj=(+k:0<k<j:B.k)
Ne=(+k:0<k<i:B.k)
Ne=(+k:0<k<i:B.k)
NS.i= B.i
ANS(Gi+1.m—1)=B@+1.m—1)
<(0<i<mAm#i=0<i+1<m)

P A By
U

Questao 3. Dada um vetor S(0..m —1) de m > 0 inteiros distintos,tal

que
bitonic.S.0.m

contrua um algoritmo nao-recursivo que use um unico loop para calcular

Z tal que
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e 7/ ¢é um vetor de m inteiros que representa uma permutacdao de
S.

e increasing.Z.0.m
Solucao.

O objetivo consiste em estabelecer R

RZ2 setof.Z,0,m = setof.S,0,m A Z(0..m) T
Os sequinte teorema € fundamental para a solugao.

Teorema 1. 0 <i<j<mASi<SjAS0.m)]=Si>S>GE-1)
Prova.

Assuma, em argumento de contradi¢do, que S.i < S(i — 1). FEntao,
porque a seqiiéncia € bitonica, S(i — 1..m) |. Porque i < j, Si > S.j,
0 que contradiz umas das premissas do teorema.

Um algoritmo para ordenar S deve repetir m passos de selecao do
menor (nao selecionado previamente) elemento e sua transferéncia para
Z. Dada a organizagao de S, S(0..m) [, o menor dos elementos de S
pode estar no inicio ou no fim da seqiéncia, e isso se repetird a cada
selecao do proximo menor. Isso sugere consumir S pelos dois flancos
sitmultaneamente, respeitando:

e S5(0..i — 1) € por¢do esquerda de S jd consumida;
e S(j+1.m —1) € por¢ao direita de S jd consumida;
o Z(0..k — 1) contém os elementos jd transferidos de S

Isso sugere a invariante P

PRO<i<mAO<j<mAO<k<m
A S(0..9) 1
AS(+1.m) |
ANZ(0..k) T
A setof.Z,0,k = setof.S,0,iU setof.S, 7+ 1,m

A wariavel derivada T conta o nimero de elementos a transferir
A
T=j—1+1

A guarda do loop fica
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merge (S,m) is

{S(0.m —1)Int Am >0AS ] 0Om}

[Var i,j,k\in Int
inttially 1=0Nj=m—INk=0

do {P}
—i>0 — if

S.i<S8.j — Z.k,i,k:=S.1,i+1,k+1
l S.9 < S.i — Z.k,i,k:=S.7,7—1,k+1
fi
od
{P NG}
{R}

F1cUurA 3. Algoritmo de merge

Cada transi¢ao do loop transfere S.i ou S.j definido pelas sequintes
guardas e comandos respectivos:

By2S5i<Sj So=2 Zkyik:=Siit1lk+1

Bl2Sj<Si 82 Zkjk=57j7-1k+1

O algorimo completo aparece na figura 3. A correcao do algoritmo é
seque dos sequintes fatos.

e By V By é sempre verdadeiro, o que garante que a transicao if
dentro do loop nao bloqueia.
e PNGNANBy=T>0

T>0
=j—1+1>0
=j—i>1
=G
<=PANGA By

e PANBING=T3>0
Andlogo ao anterior.
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e PNGABy=T >T Assumindo que Sy seja executado.

T>T
=j—i+1>5j—(i+1)+1
=j—i+1>75—1
=true

<P ANGAN By

e PN\GAB =T>T
Andlogo ao anterior.
e PN-G=R

R

it1l=jAk=m
A setof.Z,0,k = setof.S,0,1U setof.S, 7+ 1,m
NZ(0..k) T

=P NG

e PAG A By = wp(Sy, P)
wp(So, P)

0<i+1<mAOLS i <mAO<k+1<m
ANS0..i+1)7

ANS(G+1.m) |

NZ'(0.k+1)7

Asetof.Z' 0,k +1=setof.S,0,1+1Usetof.S,j+1,m

0<i+1<mAO<j<mAO<k+1<m

ANS(0..0) TAS(i—1) < S

ANS(G+1.m) |

NZ0.k)TNZ(k—1)< Z' k=8

A setof.Z,0,k = setof.S,0,iU setof.S, 5+ 1,m

NZ'k=Si< (por Z(k—1)=S(i—1) < S.
e por teorema teorema 1)

PANGA By
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F1GURA 4. Notas da prova 0
e PANGA By = wp(Sy, P)

Andlogo ao anterior.

3. AS NOTAS

As notas da prova aparecem na figura 4.



