CONJUNTOS i
REPRESENTACAO E OPERACOES

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

1.1. Conjuntos: operacgoes. Operacoes tipicas com conjuntos:

pertinéncia;

uniao dos conjuntos de uma cole¢ao;

intersecao dos conjuntos de uma colecao;

diferenca de conjuntos;

construcao de um novo conjunto a partir de um conjunto e um

elemento dado;

e separacao dos elementos de um conjunto em relagao a uma pro-
priedade dada;

e contagem de elementos de um conjunto;

e ordenacao dos elementos de um conjunto;

e identificacao de todos os elementos em um intervalo dado.

Questoes que influenciam na decisao sobre a representagao de con-
juntos em um programa:

e Algoritmos que trabalham com conjuntos fixos de dados de-
mandam o uso de estruturas que sejam eficientes em termos
de:

— tempo de construcao das etsruturas de dados para armazenar
os objetos em questao;

— tempo necessario para consultar a estrutura em relagaoa
alguma propriedade, por exemplo, presenca de um objeto
dado;

— espacgo necessario para armazenar a estrutura.

e Algoritmos que lidam conjuntos de dados, cujos elementos variam
durante uma execugao demandam estruturas dinamicas e tem-
pos eficientes de atualizagao, insercao e retirada de objetos da
estrutura.

Uma outra questao importante diz respeito ao niimero de dimensoes
dos objetos representados: a ordenagao de coordenadas de pontos na
linha tende a demandar algoritmos mais simples do que a ordenacao

de pontos no espago com d > 1 dimensoes.
1
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FIGURA 1. Um grafo nio dirigido

Considerando ainda algoritmos com conjuntos estaticos de dados
em uma dimensao, os algoritmos classicos de ordenacao, quicksort ou
heapsort, por exemplo, associados a algoritmos como pesquisa bindria
fornecem um framework que eficiente tanto em termos de espaco lin-
ear, quanto em relacao aos tempos de consulta, logaritmico no caso de
pertinéncia.

1.2. Grafos e arvores. Conjuntos de dados dinamicos e até mesmo
conjuntos estaticos com dados representadoos em uma mais de uma di-
mensao geralmente demandam estruturas e algoritmos mais complexas:
entre as opgoes disponiveis estao arvores e hashes.

Definigao 1. Um grafo G 2 um par (V, E) onde V € um conjunto de
vértices e E C {x,y : x,y € V : {x,y}}, chamado conjunto de pares.
Dado um grafo G, V.G denotard o conjunto de vértices e E.G denotara
o conjunto de arestas.

A figura[l| mosta uma grafo onde
V = {a7b’c7d’67f}
E={{a,d},{d e}, {e, f},{f c}. {c,a}}

Grafos em que os elementos de E sao pares ordenados, ou seja F C
VzV, sao chamados grafo dirigidos, veja um exemplo na figura

Definicao 2. Vértices v,u € V.G sao adjacentes em G é{u,v} €L

. o~ , A, L,
Definicao 3. Grau de um vértice v € V.G =numero de vértices a ele
adjacentes em G.

. o~ . A A .
Definicao 4. Caminho em um grafo G =seqiiéncia de vértices tal que
se v;p1 sucede v; na seqiéncia, entdo {v;,v;11} € E.G.
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FicuraA 2. Grafo dirigido

FicurA 3. Uma arvore

.~ ¢ A ‘ ‘
Definigao 5. Arvore =grafo em que eziste exatamente um caminho
conectando qualquer par de vértices.

O grafo da figura |3| ¢ uma arvore.

Definicao 6. Uma drvore com raiz é uma drvore em que um vértice
distinto € designado como raiz.

Usualmente os vértices de uma arvore com raiz sao chamados de nds.

.~ . , A
Definicao 7. Descendentes de um nou em uma drvore G =conjunto
de nos x € V.G tal que x nao estd no caminho que liga a raiz da drvore
au.

. ¢ . A .
Filhos de um no u em uma darvore G =conjunto de descentes de u
que lhe sao adjacentes.
. A
Folha ou no externo =no sem descendentes.
.. A
N interno =no que tem descendentes.
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Definigao 8. Grau (ou branching factor) de um né em uma drvore
A .
com raiz =numero de filhos do no.

. LA ..
Ordem de uma drvore com raiz =grau mdximo de qualquer de seus
nos.

s~ . , , A
Definigao 9. Profundidade (ou nivel) de um né u = nimero de arestas
do caminho que liga a raiz ao no u.

Profundidade da drvore 2 mdwimo das profundidades das folhas.

Definicao 10. Altura de um nd u 2 profundidade da subdrvore com
raiz em u.

. A . .
Altura da darvore = altura da raiz da drvore.

Arvore tem um interesse especial em computacao como estruturas
eficientes para representar conjuntos de dados. Nesses casos, seus nés
e, possivelmente, suas arestas podem ser rotulados com os dados ar-
mazenados.

A figura {4| representa uma arvore bindria (ordem 2) de pesquisa de
inteiros. Alguns dados sobre essa arvore:

e A raiz é o no cujo rétulo é 10.

e Sua profundidade é trés, a profundidade da folha rotulada com
22.

Sua ordem ¢é dois, cada né tem no maximo dois descendentes.
O né rotulado com 25 é o tinico com grau um.

Os rétulos dos nés estao ordenados da direita para a esquerda.

2. INDEXAGCAO BASEADA EM COMPARAGAO

Arvores podem ser usadas para representar conjuntos de dados ou
para representar indices que facilitam o acesso rapido a grandes con-
juntos de dados. Quando um né u de uma arvore é rotulado com um
valor x diz-se que u contém (ou armazena) a chave x.

Esta secao apresenta arvores de pesquisa, cuja organizacao esta baseada
em comparacoes entre chave. Assume-se de agora em diantes que as
chaves armazenadas nas arvores (rétulos dos nés) sao retiradas de um
algum conjunto A que suporta uma relacao de ordem total <:

Ve,y:x,y€ Arx <yVy<zVr=y

Definigao 11. Os elementos de uma drvore G sobre A sao os elementos
de A que ocorrem em rotulos de G.

.~ 1 : A,
Definicao 12. Arvore de pesquisa de ordem m = drvore rotulada com
elementos de uma conjunto ordenado A tal que:
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25

22

FIGURA 4. Arvore com raiz

e cada no tem no mdrimo m descendentes;
e um nd com k + 1 descendentes contém (é rotulado com) uma
seqiiéncia ordenada de k > 0 elementos distintos de A;
e se (sy1,89, - ,Sg) rTotula 0 né t e (py,p1, - ,pr) € a seqiéncia
de seus descendents, valem as propriedades:
— todos os elementos de py sao menores do que si.
—Vi:0<i<k:Vrep :s;<x<s
— todos os elementos de p;, sao maiores do que Sy,.

A arvore da figura [l é uma arvore binaria de pesquisa: tem ordem
m.
Uma representacao comum de arvores de pesquisa é aquela em que
os noés internos representam um indice e as folhas contém o conjunto
representado, possivelmente, repetindo itens que ocorem em nés inter-
nos. Essa sao chamadas leaf search trees, arvores de pesquisa em folha.
A figura [5| representa uma arvore de pesquisa em folha equivalente &
arvore de pesquisa da figura [4]
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FIGURA 5. Arvore de pesquisa em folha

2.1. Arvores balanceadas. Overmars, em [§], apresenta o seguinte
conceito de arvore balanceada.

Definicao 13. Uma drvore de pesquisa de ordem m estd balanceada
quando sua profundidade é menor ou igual do que clogn, onde n € o
numero de itens na drvore e ¢ € uma constante que depende apenas do
tipo da drvore.

A importancia desse conceito estd relacionada ao seguinte teorema
que define o upper-bound para a pesquisa em uma arvore de pesquisa
balanceada.

Exercicio 1. Prove que sao necessdrias no mdzimo O(logn) com-
paracoes de chaves para determinar se um dado item ocorre em uma
arvore de pesquisa balanceada.

Overmars propoe classificar arvores de acordo com os seguintes critérios
para balanceamento:

e balanceamento de altura: a arvore é balanceada impondo-se
restri¢oes na altura de suas sub-arvores.
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Definicao 14. Arvore AVL 2 drvore bindria em que, para qual-
quer no interno, a altura de sub-drvore esquerda difere da altura
da sub-drvore da direita por no mdzimo um. (Veja [6] para al-
goritmos. )

e balanceamento de peso: a arvore é mantida balanceada im-
pondo a restricao de que para qualquer né interno o nimero
de folhas na sub-arvore da esquerda dividido pelo ntimero to-
tal de folhas fica dentro de um intervalo fixo. (BB[«a]-trees sao
exemplo.)

e balanceamento de grau: todas as folhas da arvore tém a mesma
profundidade e o balanceamento é obtido variando o grau dos
nés internos. A &rvore B, [0] e [3], e suas variantes sdo os
exemplos classicos.

e balanceamento de profundidade: o balanceamento é obtido impondo-
se restricoes sobre a diferenca entre a maior e menor profundi-
dade possivel das folhas. aBB-trees saoo exemplo ([7].)

Definicao 15. Arvore-2-3 & drvore de pesquisa de ordem 3 em que
todas as folhas estdo no mesmo nivel, ver [1] e [6].

Estrutura criada por Hopcroft em 1971, é apresentada com pequenas
variagoes dependendo do texto: veja, por exemplo [B] e [7].

A seguir sao introduzidos construtores para os trés tipos de nés da
arvore-2-3.

.~ ¢ A
Definicao 16. Arvore-2-3 sobre A (denotada Tree.A = drvore de
pesquisa de ordem 3 cujos nos sao constuidos de acordo com sequintes
ariomas:

(1) se s € A entao Leaf.a € Tree.A
(2) sepo,p1 € Tree.A e s € A entao

Node2(po, s, 1) € Tree. A

desde que:
e s seja maior ou igual do que (4 na defini¢dao original de
drvore de pesquisa) qualquer item em po;
e s seja menor do que (<) qualquer item em py.
(3) se po, pipe € Tree. A e s1,82 € A entao

Node3(po, $1,p 1, S2,p2) € Tree. A
desde que:
e s; seja maior ou igual do que (A na defini¢io original de

drvore de pesquisa) qualquer item em p;_q, quando 1 < i <
2,
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data Tree a = Leaf a
| Node2 (Tree a, a, Tree a)
| Node3 (Tree a, a, Tree a, a, Tree a)
deriving (Eq,Read,Show)

FiGURA 6. Insercao arvore-2-3

e 5o seja menor do que (<) qualquer item em ps.

Essa definicao introduz uma arvore de pesquisa em folha: os nos
internos servem apenas de indice para as folha.

Note que essa definicao nao pode ser considerada como rigorosa
porque acaba introduzindo os construtores e a pertinéncia simultanea-
mente.

Exercicio 2. Apresente um definicao axiomdtica rigorosa de drvore-
2-3.

Exercicio 3. Propriedades sobre a drvore podem ser provadas de forma
indutiva, usando induc¢ao sobre a profundidade (ou altura) da drvore.
Estabelca um principio de indugao para a drvore-2-3.

Exercicio 4. Defina um operador de pertinéncia: dados v € A et €
Tree.A,
ret

determina se x ocorre em t.

Exercicio 5. Defina um predicado que € satistfeito por t € Tree.A
quando t € uma drvore ordenada.

Exercicio 6. Defina o predicado depthbal.t que é satisfeito quando t é
uma Tree.A e suas folhas estao todas no mesmo nivel.

A figura [6] apresenta um tipo de dados em Haskell para representar
uma arvore-2-3. Note que esse tipo nao estabele as condicoes de bal-
anceamento e ordenacao. Por isso, é “heresia” afirmar que em Haskell,
C, ou Java, por exemplo, existem tipos abstratos de dados. FKEssas
linguagens apresentam apenas o suporte para de definicao de repre-
sentacgao e de algoritmos para manipulagao de tipos encapsulados. Um
dos fundamentos de tipos abstratos que é a definicao logica de oper-
adores e a relagao entre eles nao pode ser construida nessas linguagens.

A figura [7| apresenta a insercao em né interno de grau dois. Note
que o ﬁonstrutor Up do tipo NodeSplit é usado para indicar quebra
de né

1 Baixe c6digo completo.
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nodeinsert x (Node2 (p0,s,pl)) =
if x<=s
then case (nodeinsert x p0) of
(Up (Node2 (p00,s0,p01))) —>
Ok (Node3 (p00,s0,p0l,s,pl))
(Ok np0) —> Ok (Node2 (np0,s,pl))
else case (nodeinsert x pl) of
(Up (Node2 (pl0,sl,pll))) —
Ok (Node3 (p0, s,plO sl,pll))
(Ok npl) —> Ok (Node2 (p0,s,npl))

FIGURA 7. Insergao drvore-2-3 (né interno de grau 2)

Exercicio 7. Prove que o algoritmo de inser¢cao em drvore-2-3 preserva
a ordenacdao da drvore.

Exercicio 8. Prove que o algoritmo de inser¢cao em drvore-2-3 preserva
a propriedade de que todas as folhas ficam no mesmo nivel.

Exercicio 9. Prove que a drvore Tree.A com profundidade k tem de
2% a 3% folhas.

Exercicio 10. Prove que para determinar se um item ocorre na drvore
definida sao necessdrias Theta(lgn) comparagaoes.

Exercicio 11. Prove que para inserir novo item em uma Tree.A sdo
necessdrios ©O(N) acessos a nos.

Exercicio 12. Construa um algoritmo de exclusao de itens para a
darvore Tree.A e prove sua correc¢ao.

2.1.1. Arvore B. Uma generalizagao 6bvia da arvore-2-3 é a arvore-B.

.~ ¢ A, .
Definicao 17. Arvore-B de ordem m = drvore de pesquisa de ordem
m satisfazendo as sequintes restri¢oes:

e todas as folhas estao no mesmo nivel;
e 0 grau da raiz pode variar de 2 a m;
e 0 grau de outros nds internos varia de m/2 a m.

A defini¢do acima é apresentada em [6]. Note essa defini¢do também
varia de acordo com o autor: por exemplo, [9] apresenta como arvore-B
de ordem aquilo que [6] chama de arvore-B de ordem 2m + 1.

Variacoes de arvore-B encontradas na literatura objetivam princi-
palmente reduzir o niimero de acessos a disco, assumindo que a arvore
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esteja armazenada em disco. Entre as estratégias estao: aumentar a
ordem da arvore, o que reduz sua profundidade e tentar obter ocupacao
maior por né. As seguintes variantes de arvore-B sao frequentemente
citadas:

e drvore BT, em [6], chamadas &rvore B* em [2]: arvore-B de
pesquisa em folha em que as folhas sao parte de uma lista en-
cadeada, facilitando a listagem sequencial dos itens da arvore;

e arvore B* em [6]: o grau da raiz varia de 2 a 2| (2m —2)/3| +1
e outros nés internos tém grau maior ou igual (2m — 1)/3.

2.1.2. Arvore Be a indexagao de strings. Varias alternativas tém sido
identificadas para aplicar arvores B a indexacao de strings. A in-
dexacao de strings traz a dificuldade de que chaves tendem a ter taman-
hos diferentes, o que nao combina com a idéia de nés de tamanho fixo
e numero maximo de chaves também fixo. As alternativas sao:

e Armazenar nos nés referéncias para as chaves. Isso, no minimo
duplica o niimero de acessos a disco para qualquer operacao.

e Fixar o tamanho em bytes do né permitindo que varie o tamanho
das chaves. Neste caso, é importante ter um caracter distinto
para ser separador dos strings que s@o as chaves: veja [0]. Esta
alternativa ainda pode ser inviavel quando os strings tém longas
repeticoesde caracteres.

A seguir considere que o objetivo consiste em indexar os sufixos de
aabaadac

As figuras a seguir mostram uma leaf search arvore-B de ordem 3.
Note que:

e as folhas contém todos os sufixos ordenados da esquerda para
a direita;

e embora sejam mostrados partes dos sufixos, a respresentacao
real deveria conter em todos os nés referéncias para os respec-
tivos sufixos.

As figuras em apresentam os estagios sucessivos da arvore. A figura
apos a insercao dos 3 primeiros sufixos: note que o sufixo 1, iniciado
com ab, ocorre em né interno, como indice e e em nd externo, como
informacao. Além disso, s6 a parte inicial de cada sufixo é exibida.
Em uma implementacao, provavelmente uma referécia para o sufixo
baadac apareceria no lugar de ba.

A figura [0 mostra a drvore com os primeiros 4 sufixos.

As figuras [10] [11] e [I2] mostram as drvores, respectivamente com 5, 6
e 8 sufixos.
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aab:ab ba

F1GURA 8. A 4rvore-B com trés sufixos

aad:ab

aab:aad ab ba

F1cUrA 9. A arvore-B com quatro sufixos

aad:ab

aab:aad ab ad:ba

FI1GUurA 10. A arvore-B com cinco sufixos

11
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aab:aad ab ad:ba da

Ficura 11. A arvore-B com seis sufixos

ab

aad ad:ba

aab:aad ab ac:ad ba c:da

FIGURA 12. A 4rvore-B com oito sufixos

Ferragina e Grossi, em [4], propdem uma representacao alternativa
onde os nd internos contém pares que definem os limites inferior e
superior dos descendentes respectivos. A figura[I3|mostra a arvore com
os 8 sufixos. Eles denominam essa estrutura String B-Tree simples. E
interessante que essa idéia ja aparece em estrutura de indexacao multi-
dimensional como k-d-b-tree e R-tree. A versao completa da String
B-tree representa os nos internos em uma arvore digital.

3. RADIX BASED TREE

Esta secao da indexagao de strings via arvores trie e suas variantes.
A caracteristica fundamental dessa organizacao de dados é de que a in-
dexacao baseia-se num processo de distribuicao dos strings por buckets
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(aab,ab):(ac,da)
{aab,aad):(ab,ab)

aah:aad ab ac:ad ba c:da

{ac,ad):(baba):(c,da)

F1cURA 13. A String B-tree simples

de forma analoga aos algoritmos de ordenagao por distribuicao. To-
dos os exemplos desta secao apresentam indexacao dos sufixos de um
texto dados. Nas figuras, os rétulos das folhas definem o sufixo ali
encontrado: por exemplo, por uma folha com rétulo ¢, indicam que o
sufixo obtido pela exclusao dos quatro caracteres iniciais do texto esté
presente na referida folha.

3.1. Trie. A arvore trie foi a provavelmente a primeira estrutura pro-
posta para indexar texto e certamente a primeira baseada em dis-
tribuicao do texto baseada no alfabeto: ver [6] para histéria e algo-
ritmos para trie e pesquisa digital em geral.

Os nés externos de umna trie sao strings ou referéncias para strings.
Cada no6 interno ¢ mapeamento de um alfabeto, o alfabeto usado para
construir o texto, para nos internos ou externos. A figura [14] apresenta
uma trie com todos os sufixos de baaaaz. Note que, embora apre-
sentada em [0] como estrutura para indexagao de strings, ela pode ser
triviamente aplicada & indexacao de sufixos. Para tal, basta assegura
que nenhum sufixo de um texto é prefixo de outro sufixo.

Exercicio 13. Prove que se o caracter final de um texto € distinto de
todos os outros, entao nenhum sufixo do texto € prefixo de outro sufizo
do texto.

A trie é uma estrura extremamente eficiente em termos de pesquisa:
O(n) passos sdo necessarios para determinar se um string de tamanho
n existe em uma trie. O algoritmo de pesquisa é trivial: basta manter
a qualquer momento uma referéncia p, para o string e uma referéncia
p; para a trie. A invariante estabelecera que o caminho percorrido da
raiz até antes do né p; é igual ao prefixo que precede a p, para o string.
Assumindo que ao inicio de uma transicao p, designe o caracter x, apds



14 RAUL H.C.LOPES

alblec|d z alble|d z t5
alble|d z td alble|d z
alblc|d z t3 alb|c|d z
alblc|d z t2 alb|c|d z
tl alblec|d]..|z

td

FiGuraA 14. Trie para sufixos de baaaaz

a mesma p; terda avancado uma posigao e p, referenciara p;(x). Quando
pi(z) designa um string basta determinar se esse string é igual ao string
procurado.

Note que:

e as folhas da trie fornecem a ordenacgao dos strings indexados.

e ¢ trivial realizar uma pesquisa parcial em que se procura um
prefixo de uma palavra: afinal, o prefixo de uma palavra ocorre
no texto indexado se ocorrer como prefixo de um de seus sufixos.

Embora eficiente, em termos de pesquisa a trie tende a ser ineficiente
em termos de espago. Na figura [14] por exemplo, os nés internos ap-
resentam um aproveitamento de no maximo 20%. Uma solucao trivial
para resolver esse problema consiste em representar cada né como lista
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linear: cada né interno da trie agora pode ser representado por um
né interno de drvore bindria, como na figura [I5] A raiz dessa drvore,
por exemplo, que para encontrar strings iniciados com o caracter a,
deve-se se seguir a referéncia que leva para o né abaixo da raiz. Para
encontrar strings iniciados com outros caracteres, tenta-se o mesmo
procedimento, a partir da sub-arvore & direita da raiz atual.

Exercicio 14. Apresente uma defini¢ao formal da trie com compactagao
de no interno.

Apesar de mais eficiente em termos de uso de espacgo essa repre-
sentacao ainda apresenta nods internos redundantes: os cinco nés in-
ternos abaixo do né com rétulo b sao redundantes na medida em que
sao usados como ponto de distingao entre strings diferentes. A trie da
figura [16| apresenta a caracteristica de que qualquer né interno tem, ao
menos, dois descendentes.

Exercicio 15. Prove que determinar se um string de tamanho n ocorre
em uma trie compactada demanda O(Km), onde K é o nimero de
caracters do alfabeto.

A figura[I7apresenta uma trie compactada para os sufixos de baaaabaac.

Exercicio 16. Como seria possivel representar uma trie compactada
em usando nos de drvore bindria.

3.2. PATRICIA. Morrisson apresentou em 1968, veja em [0], a idéia
de indexar os sufixos de um texto. Para tal, ele propos uma estru-
tura chamada arvore PATRICIA que é uma trie compactada com as
seguintes restricoes:

e 0 texto é visto como um string de bits;

e todo né interno tem exatamente dois descendentes;

e um nd interno apresenta uma inteiro b e particiona as folhas
abaixo dele em dois grupos: um grupo, cujos strings tem bit b
igual a zero, e o grupo de strings com bit b igual a 1.

As figuras a apresentam os estagios intermediarios da con-
strucao da arvore PATRICIA para o texto baaad.
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