CORRECAO DE PROGRAMAS
DRAFT 1

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

Estas notas introduzem um problema importante da arte de pro-
gramacao de computadores: correcao de programas no paradigma im-
perativo. O conjunto de exemplos usados aborda em geral o tratamento
de seqiiéncias: pesquisa, soma, particionamento. Os problemas de par-
ticionamento motivarao a proxima seqiiéncia de notas que trata de
ordenacao de seqiiéncias.

Referéncias fundamentais sobre esses problemas sao:

e corregao de programas: [5], o marco inicial na drea, [4], cole¢ao
artigos abordando algoritmos e provas interessantesm [6], texto
claro e fécil de ler.

e ordenagao: [9], a biblia.

Cada uma das préximas secoes propora um problema, cuja solugao
serd delineada. A cada solucao apresentada, notacao da linguagem de
comandos guardados serd introduzida e exercicios serao propostos.

- , A, . .

Notacao 1. O simbolo = € usado para introduzir nomes como abre-
viagoes de formulas, ou seja, introduzir nomes/simbolos via defini¢aoldgica.
Por exemplo,

PénggmAS:Zi:0§i<k:v.i
introduz o simbolo P como nome para a formula
0<k<mAS=)i:0<i<k:vi

Notagao 2. As sequintes regras, essencialmente retiradas de [2] e us-
adas tanto por Curry ' quanto por Church, poderdo ser usadas para
reduzir o numero de paréntesis usados em exrpressoes aritméticas e
logicas.

LAlis, se vocé tem interesse sério em Ciéncia da Computacio, cedo ou tarde
deveria ler [2].
1
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operadores aritméticos sao mais fortes do que operadores rela-
cionais. Assim

1+42=3
obviamente € uma abreviacao de
(14+2)=3

dentre os operadores relacionais, negacao € o mais forte, sequido
de conjungao e disjuncao e, por ultimo, implicacao e igualdade.
ponto (.) e dois pontos (:) podem ser usados como marcadores
para reduzir a numero de paréntesis. Fim e inicio de expressao
sao marcadores com zero pontos. As regras bdsicas para seu uso
neste texto sao:

(1) wm marcador com mais pontos tem mais for¢a do que um

marcador com menos pontos.

rev.x”y :=: revy x
abrevia

(rev(z™y)) = (rev(y"z))

(2) um marcador a esquerda de um operador delimita uma ex-
pressao que se estende para a esquerda até um marcador
de mais alta prioridade.

T+ fy
abrevia
z+ f(y)

(3) um marcador a direita de um operador delimita uma ex-
pressao que se estende para a direita até um marcador de
mais alta prioridade.

(4) a expressao delimitada por um marcador respeita os tipos
da expressao envolvida.

rev.e = ¢
abrevia

rev(e) = ¢
e nao

rev(e = ¢)

que violaria o fato de rev mapeia sequéncias para Sequéncias.
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(5) um ponto amarrado a um operador relacional tem mais
forca do que um ponto ligado operador funcional.

Trev.r .=. rev.y

abrevia
rev(z) = rev(y)
(6) um marcador mais a esquerda tem mais prioridade do que
um marcador mais d direita.

p=.q=.7T=35

abrevia
p=(¢= (=5

As provas listadas nestas notas e em outras presentadas ao longo do
curso apresentam provas baseadas no formalismo da légica equacional,
usada também em [8]. Algumas dessas regras sao apresentadas abaixo.
Vocé pode usar os sistemas de prova, como Deducao Natural ou Sequent
Calculus, ou sistema de Hilbert. O importante é que use um sistema
de forma coerente e apresente referéncia para as fontes de suas regras
para que nao restem duvidas sobre quaisquer passos de suas provas.

IMPORTANTE: Estas notas nao substituem o conhecimento que
vocé adquiriu na disciplina de Nocgoes de logica.

Definicao 1. A sequir sao apresentados teoremas da logica de primeira
ordem que sao usados em diversas provas ao longo deste documento.
Note que:
e Fquivaléncia logica de duas proposicoes € representada pela igual-
dade da mesma, ou seja,

pP=4q
¢ usado em lugar de
pP=4q
e O simbolo & define uma relacao de conseqiiéncia.

P

abrevia: “ assumindo que p e q sao verdades, entao € possivel
provar .
e Regras de inferéncia sao frequentemente introduzidas usando a
notagao:
FO F (51 Fl H aq
A+
que abrevia o raciocinio: se L'y é um conjunto de hipdteses
apartir do qual se pode provar ag e I'y € outro conjunto de
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hipoteses do qual se pode provar oy, entao do conjunto de hipdteses
A € possivel provar (deduzir) (3.

Para exemplo mais concreto, observe a sequinte a regra, apre-
sentada como Introducao da Conjuncao no sistema de Dedug¢ao
Natural.

Fp, Fgq
FpAgq

que diz que
— se p € um teorema da logica e q é um teorema da logica,
entao (p A q) € um teorema da légica;
— ou, lendo de bairo para cima, para provar que (p A q) €
verdadeiro (ou seja, = (p A q)), prove que p € verdadeiro
(ou seja, = p) e prove que q € verdadeiro (ou seja, - q).

A lista a sequir apresenta alguns dos teoremas da logica cldssica us-
ados. FEla € obviamente incompleta: por exemplo, nao estao listados
comutatividade de N\ e V, associatividade, etc.

e Introdugao de V:+Fp= (pVq)

e Eliminacaode V:F(p=r)A(¢g=r) =. (pVq) =T
e Eliminacao de A: FpAg=1p

e Modus Ponens = pA(p=q)=g¢q

e Conseqiiéncia : - (¢ < p) = (p=q)

e Leibniz: (e=f)F E[z:¢e] = E[z := f]

e de Morgan sobre A: F =(pAg) =-pV —q

e de Morgan sobre V: F =(pVgq) =-pA—q

e de Morgan sobre cand :F —(p cand ¢) = —p cor ¢
e de Morgan sobre cor :F —(p cor ¢) = —p cand —¢q
e distributividade de AsobreV :F rA(pVq) = (rAp)V(rAq)

Técninas usuais de prova sao codificadas pelas regras:
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Pr
Teorema da deducgao : ﬁ
Anadlise de caso : E TS%’[Z - sz false]
F-P l
Prova por contradigao : I—:>Pf atse
l_ - —|P
Contrapositiva : I—g—zQ
| li 3 it FP=Q, FQ=P
mplicacao mutua :
P ¢ FP=Q
FP ok
Introducao de A: T/\QQ

2. PESQUISA EM UMA SEQUENCIA

O problema aqui consiste em determinar se um elemento x ocorre
em uma seqiiéncia.

Uma seqiiéncia de elementos de um tipo A é definida através do
seguinte conjunto de axiomas:

(1) seqiiéncia vazia: € € seq.A

(2) construtor: c<x € seq.A

(3) diferenga de vazio:c<x # ¢

(4) Igualdade: b<x =c<ay .= b=cAhx =y

Além disso, o seguinte priincipio da indugao é usado para provar
propriedades sobre seqiiéncias.

(5)

Ve:x €seqA: Px .= PeAVe,y:ce ANy € seqA: Py= Pc<y

Uma seqiiéncia pode ser representada por uma lista ou por um vetor.
Seus elemtos sdo todos de um mesmo tipo A. Neste texto, em principio,
todas as seqiiéncias contém inteiros, tipo Int. Serao abordadas solucoes
funcionais usando listas em Haskell e solugoes imperativas, usando ve-
tores e matrizes em uma linguagem de comandos guardados[5, 6].

2.1. Pesquisa Linear. Dada uma seqiiéncia S de m inteiros e um
elementos x, também inteiro, determine se x € S.
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2.1.1. Uma solugao funcional. Uma solucao em Haskell para o prob-
lema, assumindo que S é representada por uma lista é bastante trivial.
Motivacgao

reS=(@=5S0ve=S1v...Vae=Sm-—1)

A solugao

linsearch x xs = foldl (||) False (map (x==) xs)

Note que essa solucao tem a desvantagem de passar pela seqiiéncia
duas vezes. A solucdo apresentada em sala de aula, que aplica a
idéia, da associatividade a esquerda compara x com cada elemento
da seqiiéncia apenas uma vez.

Exercicio 1. Considere ainda o problema de apresentar solugoes fun-
cionais para busca de um elemento em seqiéncia.

(1) Mostre que a solugdo acima implementa diretamente o resultado
proposto Jy :y € S x =y.

(2) Use os combinadores foldl e foldr para produzir solugoes fun-
cionats para o problema.

(3) Produza um algoritmo recursivo para resolver esse problema.

(4) Prove a corre¢ao das suas solugdes.

2.1.2. A solucdo imperativa. Considere agora que a seqiiéncia é repre-
sentada por um vetor: s.0.m —1 € Int e x € Int. Determine

R=(Fi:0<i<m:xz=s.)
Notacao 3. A notacdo associada a vetores € essencialmente emprestada

da linguagem Ada:

e S.i ou S(i), elemento da posi¢ao i de S;

e S.0.m —1 ou S(0..m — 1), vetor com m elementos, indexados
de 0 a m;

e Dado um operador relacional @,

B(i.j) ® S(i.j) 2Vk i <k < j: Bk®Sk
r®S(i.j) EVk i <k<j:a®Sk

Motivacao:
Relaxe o objetivo, e assuma que x € S. No tltimo passo da com-
putacao seria valido:
r g S.0.i—1ANi=m

e o passo final consistiria em testar atingir determinar que nao existe
o que buscar porque i = m.
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linserach (S,x,1i) is
{m>0AS0.m—1¢€IntNx € Int}
[ initially i=0

{invariant P}

{bound T}

do

Go: m—i # 0 cand x # S.i — i:=i+1
od
{P N-B}

; Ri=i=m
{R.=.3j:0<j<m:x=25j}
]

F1GURA 1. Pesquisa linear

Generalizando para qualquer passo e voltando a especificacao original
onde x pode ocorrer em S, o ultimo passo da computagao assumiria:

e = nao ocorreu ainda na seqiiéncia: = ¢ S.0..i — 1, para algum 4;
e ¢ ¢ um indice vélido na seqiiéncia.
Isso dé a seguinte candidata a invariante:
A . ‘ S .
P=0<i<mAVj:0<i<j:axz#S5]
O progresso na computagao ocorre pelo esgotamento da seqiiéncia a
pesquisar:

Variavel derivada (ou bound function): T Sm—i
A computacao termina quando

e seqiiéncia esta esgotada: m —i =0
e seqiiéncia nao esta esgotada, mas x = S.i;
o que define o ponto-fixo do loop: (m —i = 0 cor x = S.i). Sua
negacao, B, da a condi¢ao para computacao continuar:

Bé(m—i#Ocandx%S.i)
Note que
(PN-B)=Vk:0<k<i:x#Sk

o que, quando i = m, significa que x nao ocorre em S.
O algoritmo aparece na figura 1. Note que ele aparece decorado com
a invariante do loop e a variavel derivada, que define o bound do loop.
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Note que esta solucao, ao contrario da funcional, sé percorre a seqiiéncia
uma vez: mas...cada passo da computagao usa duas comparacoes de
inteiros, entao. . .

A correcao. A prova de correcio do programa é composta dos
seguintes passos:

e A correcao parcial: a prova de que o programa, se termina,
produz o resultado desejado. Essa prova serd decomposta nas
seguintes fases:

— prova de que P vale inicialmente;
— prova de que P é uma invariante do loop;
— provade que (PA-B)=Vk:0<k<i:x#Sk

e A prova de que o programa termina. A prova serd constituida
dos seguintes estagios:

— Provade que PAB =T >0
— Prova de que o loop eventualmente termina.
e Prova de eventualmente o programa computa o R desejado.

Teorema 1. P wale inicialmente.
Prova.

Primeiro fator de P.

(initially)
1=0Am>0
=(aritmética)
(0<i<m)
Segundo fator de P.
(initially)
1=0Am>0
= (Eliminacgao de A)
1 =0
=(logica)

VE:0<k<i:x#Sk

Teorema 2. P ¢ uma tnvariante do loop.
Prova.

O objetivo é provar que

{P A B}Go{P}
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Se P € vdlido e a guarda B € vdlida, Gy € executado e, depois, P ainda
serd valido.

(P depois é P')
P'=Pli:=i+1]

=(substitui¢ao de 1)
0<i+1<mAVE:0<k<i+1l:2#Sk

=(aritmética)
1<i<mAVE:0<k<itl:z#Sk
=(ldgica)
—1<i<mAm#iANVE:0<k<i:x#SkNx+#S5i
< (weakening)

0<i<mAVk:0<k<i:x#Sk)AN(m—i#0ANz#S.)
=(premissa do teorema,)
PANB

A prova acima consite em mostrar que
PAB .= . wp(i:=i+1,P)

onde wp(a, P) é o transformador de predicados de Dijkstra[5].

Definicao 2. A precondi¢ao mais simples (weakest precondition) da
atribuicdo € dada por:

wp(z :=e, P) = Plx :=¢]

Teorema 3. Enquanto a gquarda B for vdlida, a varidvel derivada T é
mator do que zero:

PANB. = T>0

Prova.
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(initially P)
0<i<mAVEk:0<k<i:x#Sk
= (pela validade de B)
0<i1<mAVE:0<k<i:x#SkAm—1#0
=(elimina¢ao da conjuncgao e aritmética por i < m Am —i # 0)
1< m
=(aritmética)
0<m-—1
=(defini¢io de T')
0<T
=T>0

Teorema 4. Se B € vdlida, T decresce.
Prova.

Trivial: Se B € vdlida, i cresce e m — 1 decresce.

Teorema 5. O programa da figura 1 termina.
Prova.

Se inicialmente m = 0, B € falso e o programa termina de imediato.
Sem > 0, existem dois casos:

(1) eventualmente x € igual a algum S.i e B se torna falso, termi-
nando o loop e o programa, ou

(2) T decresce (provado anteriormente) e atinge zero, tornando B
falso, o que termina o loop e o programa.

Teorema 6. Ao final do loop, quando —B € vdlido, x € S se e somente
se i # m.

PAN=-B.=.(i#m)=3k:0<k<m:2=5k

Prova.



CORRECAO DE PROGRAMAS DRAFT 1 11

PAN-B
=0<i<mAz¢gS0.i—1AN-(m—i#0 cand x # S.i)
=(de Morgan sobre cand )
0<i<mAxz¢&S0..i—1A(m=1icorxz=>5.1)
=(distributividade de A sobre cor )
0<i<mAzgS0.i—1Am=1)
cor 0<i<mAzgS0.i—1Am#iANz=S51)
=(i=mA-3k:0<k<m:x=_5k)
cor 0<i<mAIk:0<k<m:z=S5k)
=(i=m)=-3k:0<k<m:x=S5k)

Teorema 7. O programa da figura 1 termina.
Prova.
Os valores de m — i formam uma cadeia finita decrescente porque
(1) inicialmente m > 0;
(2) m nao muda,
(3) inicialmente i =;
(4) i € incrementado a cada passo.

Logo, eventualmente, m — i e loop termina, mesmo que x & S.

Teorema 8. O programa da figura 1 termina e computa
R=x¢€¢S

Prova.

Provado nos teoremas acima.
U

O que foi feito até aqui? Um programa imperativo para o prob-
lema de pesquisa linear foi derivado no sentido de que sua construgao
obedeceu a uma seqiiéncia que passou por:

e definir claramente o objetivo do mesmo;

e estabelecer claramente suas pré-condigoes;

e definir uma invariante para o loop da computacao;

e estabelecer a condicao de progresso e a variavel derivada;
e definir a guarda do loop;

e definir o cédigo do programa;
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e inverter este roteiro para encontrar a prova de correcao do pro-
grama.

Note que cada passo de cada uma das provas esta logicamente fun-
damentado. Ao longo deste curso, s6 serao aceitas provas apresentadas
dessa forma. Construa para todos os outros programas desta nota (e
deste curso) provas de corre¢ao que apresentem o mesmo rigor.

Exercicio 2. Volte a idéia da relaxacao: se for possivel assumir que
x ocorre na sequéencia, pode-se contruir algoritmo para encontrar a
posicao de sua ocorréncia em até m comparagoes. Use essa idéia para
deriwar um algoritmo que faz no mdrimo m + 2 comparacoes para de-
terminar

(0<i<mAz=Si)cor (i=mAzxg&S5)

2.2. Pesquisa bidimensional. Considere agora que uma seqiiéncia
bidimensional é dada: S(0..m — 1,0..n — 1). O objetivo consiste em
determinar outra vez

R=3,j:0<1<mA0<j<n:Sij=x
2.3. Pesquisa em seqiiéncia ordenada. Dados = € Int e S.0.m —
lelnteVi,j:0<i<j<m:5S5i<5.7, determine
present =i :0<i<m:x =51

O algoritmo exposto a seguir é apresentado por Dijkstra em [3].

Para efeito de desenvolvimento, parece razoavel relaxar o objetivo e
assuma que a seqiiéncia se estende até a posigao e que x < S.m.

Por outro lado, dado que o objetivo consiste em computar um quan-

tificador existencial, parece intuitivo usar uma leitura construtiva desse
quantificador e propor construir um ¢ tal que:

e S.i = x determina a presenca de x em S,
e S.i # x garante que = € S.

O objetivo de determinar o valor de present passa a ser construido
em duas etapas:

e construir um ¢ tal que S.i < x < S.i + 1, proposicao
e estabelecer o valor de present

present .= S.i =x

Um primeiro refinamento para o algoritmo aparece na figura 2.
No estado inicial é valido que

S0<z<Sm

2Ao ler estas notas vocé estard lendo minha interpretacio, o que certamente nio
deveria ser substituto para a leitura do original.
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binsearch(x, S.0..m—1, present) is
{z € Int Am>0ANS.0.m —1 € Int A ordered.S(0..m — 1)}

[ Var i € Int

establish R

; present:= x=S.1i

F1GURA 2. Pesquisa binaria: primeiro refinamento

binsearch(x, S.0..m—1, present) is
{z € Int Am>0ANS.0.m —1¢€ Int A ordered.S(0..m — 1)}

[ Var i € Int
initially i=IAj=m

do
B — shrink(i,j)
od
{P N-B}
{R}
present:= x=S.1i

FiGuRrA 3. Pesquisa binaria: segundo refinamento

Generalizando esta proposicao produzimos a invariante

PESi<z<SjA0<i<j<m

O objetivo do algoritmo consiste em reduzir a segao entre i e j até
que j seja ¢ + 1, quando a condigdo R estara estabelecida. A variavel
derivada sera

T2
e a guarda do loop
B2j#i+1

O novo algoritmo aparece na figura 3.
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F1GURA 4. Pesquisa binaria: shrink

A secao entre i e j pode ser reduzida por:

e reducao de j para algum h tal que
r<ShANt<h<j

que mantém a validade da invariante;
e incremento de ¢ para algum A tal que

Sh<xANi<h<j
que também mantém a validade da invariante.

Se existem duas ou mais alternativas para a mesma ac¢ao, considere
um comando alternativo: if. Veja o algoritmo de shrink na figura 4.

Duas construgoes importantes se destacam na especificagao de shrink:
o uso do comando alternativo e o uso da atribuicao nao deterministica.

O comando alternativo da linguagem de comandos guardados de
Dijkstra é nao-deterministico. O trecho da figura 5 define que:

e 20 menos um dos B; (0 < i < n) deve ser verdadeiro;
e se mais de um B; for valido, um deles sera selecionado sendo a
acao S; respectiva executada.

Provar a correcao desse comando demanda provar que:
(Fi:0<i<n:B)A(Vi:0<i<n:QAB; =P
A idéia de usar atribuicoes nao deterministicas em especificacoes de
programas parece ter sido proposta originialmente por Morris, ver por
exemplo [10]. A semantica dessa atribuigao ¢ dada pelo seguinte célculo
de pré-condicgao:
wp(z Q,P) = (Vo : Q.x = P)

Nessa especificacao, o valor de h é escolhido arbitrariamente de um
range valido. No entanto, se o valor de h for a média aritmética de
1 e 7, cada ciclo do loop reduzirda a secao do array a considerar pela
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{Q}
if
By —> S()
I]Bl —> Sl
1B, —> S,
fi {P}

Ficura 5. Comando if

binsearch(x, S.0..m—1, present) is

{z € Int Am>0ANS.0.m —1¢€ Int A ordered.S(0..m — 1)}
[ Var i,j,h € Int

initially i=0Aj=m
do {P}
i # i+l — {PAB)
let h = (i+j)/2
in {PABAi<h<j}
if x < S.h — j:=h

{P}
[S.h<x — i:=h
{P}
fi {P}

od

{P/\—\B}

{R}

present:= x=S.1i

F1GURA 6. Pesquisa binaria

metade: o que significa esgotar o array em O(lg m) passos. O algoritmo
completo segue na figura 6.

Considere também nas provas a seguir que:

A
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e que:

>

So
S1

1>

Assuma que
S0<z<SmASm—1)<Sm

e prove os teoremas a seguir. Os teoremas 19 e 18 consideram os casos
emquexr < S0ex>8Sm-—1.

Teorema 9. Prove que

PAB= wp(h:=(i+7)/2,i<h<j)
Prova.
Trivial: aritmética.

n

O teorema a seguir estabelece que, em qualquer ciclo em que P e B
sao validos, o comando alternativo nao bloqueia.

Teorema 10. Prove que

Prova.
Trivial. By € a negagao de Bi: a implicacao é sempre verdadeira.

0
Teorema 11. Prove que P wvale inicialmente.
Prova.
Ezercicio.

O

Os teoremas a seguir provam que o comando alternativo preserva a
invariante do loop.

Teorema 12. Prove que
PABAMNi<h<jt By= wp(Sy, P)

Prova.

PABANi<h<jt By= wp(Sy, P) = (Teorema da dedug¢io)
FPABAi<h<jABy= wp(Sy, P)
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O objetivo, entao, consistird em provar que:

PABNMNi<h<jABy= wp(Sy, P)

wp(S,) 0P

0<i<h<mASi<x<Sh
=(ldgica)
O0<iNi<hAh<mASi<zAz<Sh
<(Eliminagao de A)
0<iNi<hAh<jANj<mASi<zxzANzx<Sh
= (trasitividade de <)
0<i<j<mAh<jiANSi<xAx<Sh
<=(h < j e S ordenado)
0<i<j<mASi<zAx<SjANz<ShANi<h<]j

PANBANi<h<jABy
Teorema 13. Prove que
PABANi<h<jF By = wp(Sy,P)

Prova.

Parecido com anterior. Exercicio.

17

O

Teorema 14. Prove que P é uma invariante do loop do algoritmo da

figura 6.
Prova.

P wale inicialmente, de acordo com teorema 11, e validade de P €

mantida pelo loop, sequndo teorema 12.

Teorema 15. Prove que
PANB=T>0

Prova.

FExercicio.

O
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Teorema 16. Prove que T decresce, provando que
PABANi<h<jEYv:T=v=wp(Sy,T >v)
e que
PABANi<h<jbEYv:T=v= wp(Sy,T >v)
Prova.
Ezercicio.

Teorema 17. Prove que o loop do algoritmo da figura 6 termina.
Prova.

FExercicio.
O

Teorema 18. Assuma que x > S(m — 1) e prove que P ainda é uma
invariante do algoritmo da figura 6.

Prova.
Exzxercicio.
O
Teorema 19. Assuma que x < S.0 e prove que
1=0N2x<S0
€ uma invariante do loop do algoritmo da figura 6.
Prova.
Ezxercicio.
O
Teorema 20. Prove que o algoritmo estabelece
present =dk :0< k<m:Sk=x
Prova.
Ezxercicio.
O

Algumas observacoes finais sobre o algoritmo de pesquisa binaria:

e A derivacao do algoritmo é feita passo a passo baseada em
condicoes logicamente consistentes: o resultado inevitavel é um
algoritmo correto. Na verdade, a metodologia de programagcao
de Dijkstra da relevancia a esse processo de derivacao do algo-
ritmo ficando a prova em segundo plano: por exemplo, [3] nao
contém a prova de correcao do algoritmo final.
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e A prova de correcao levou em conta trés: = ser menor do que
S.0, z estar entre S.0 e S.m —1 e x ser maior do que S.-m—1. E
possivel, no entanto, estabelecer um invariante mais forte para
0 mesmo algoritmo e construir provas para x genérico.

e Embora a prova assuma que S.m > S.m — 1, S.m nao é usado
no algoritmo. No segmentation fault!

3. OPERACOES SOBRE OS ELEMENTOS DE UMA SEQUENCIA

3.1. Soma dos elementos de uma seqiiéncia. Dada uma seqiiéncia
S de m inteiros, calcule a soma dos elementos de S.
O objetivo consiste em estabelecer:

3.1.1. Solugao funcional. A solugao funcional é dada a partir da derivagao
a seguir:
R:Zi:0§i<m25.i
=(S0+S51+---4+8m—1)
=(---((S0+S1)+S2)+---)+Sm—1)
=((---((0+80)+S1)+82)+---)+Sm—1)

Que é calculado em Haskell, assumindo que S é agora representado
por uma lista, por

foldl (+) 0 S

As definicoes de foldl e foldr sao padrao:

foldl op z [] = z
foldl op a (x:xs) = foldl op (op a x) xs

foldr op z [] = =z
foldr op a (x:xs) = op x (foldr op a xs)

Note que a associatividade a esquerda da operagao (4), implemen-
tada através do combinador foldl, pode ser reescrita como associativi-
dade a direita, implementada via foldr.

foldr (+) 0 S




20 RAUL H.C.LOPES

que, por sua vez, implementa o padrao recursivo da funcao seqsum
a seguir:

seqsum [| = 0
seqgsum (x:xs) = x+(seqsum xs)

Nessa fun¢ao fique mais explicita a complexidade da soma dos ele-
mentos de uma seqiiéncia. Ela demanda:

e m operacgoes de soma;
e m + 1 testes de fim de seqiiéncia;
e m operagoes para recuperar o tail da seqiiéncia atual.

3.1.2. Solugao imperativa. A solucao imperativa é facilmente obtida de
uma generalizacao do output desejado

R= ) &Si
0<i<m
a partir da obervagao da associatividade a esquerda do operador (+):

e a0 final do loop, m elementos terao sido acumulados produzindo
o resultado desejado;
e em um ciclo k, os k primeiros elementos terao sido acumulados.

Na formula de R, generaliza-se a constante M para uma variavel k e
insere-se a restricao de que k£ deve ser maior ou igual a zero elementos
e menor ou igual a m elementos.

P=(0<k<mAR= ) Si
0<i<k

P sera obviamente a invariante do loop. A guarda do loop deve indicar
quantos elementos ainda devem ser acumulados:

B=(m—Fk#0)
o que da a variavel derivada
T=m-—k
e a condicao inicial
initially k =0AR =0

A derivagao final do programa consiste apenas em definir o comando
guardado do loop que decrescera T', mantendo a invariante P. Fica
como exercicio.

Exercicio 3. Prove que o programa derivado para calculo da soma dos
elementos de uma seqiiéncia estd correto.

(1) Prove que ele estd parcialmente correto.
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(a) Prove que P € vdlido inicialmente.
(b) Prove que PAB .= wp(a, P), onde a € o comando guardado
do loop.
(¢) Prove que PN\ —-B .= R
(2) Prove que o loop termina.
(a) Prove que PANB .=.T >0
(b) Prove que eventualmente T =0 e o loop termina.

4. PERMUTACOES DE UMA SEQUENCIA

Esta secao aborda algoritmos que tratam de variantes de um mesmo
problema: calcular alguma permutacao de uma seqiiéncia.

4.1. Section swap. Dado um vetor S.0..m — 1 € Int e dados inteiros
P, q,n tais que

n>0AN0<p<p+n<qg<qg+n<m
calcule in-locu uma permutacio de S que consiste em trocar as se¢oes®
Sp.p+n—1por Sq.q+n—1. Assumindo que B contém o valor

inicial de S, o objetivo consiste em calcular

R25(0.p—1)=B(0.p—1)
ANS(p.p+n—1)=DB(q.q+n—1)
ANSp+n.q—1)=B(p+n.qg—1)
ANS(q.q+n—1)=B(p.p+n—1)
AS(g+n.m—1)=B(g+n.m—1)

A invariante P do algoritmo para calcular o swap de se¢oes do array
¢é obtida generalizando R, via troca da constante n por uma variavel £,
que deve ser um inteiro entre 0 e n.

P20<k<n
ANS0.p—1)=B(0.p—1)

ANS(p.p+k—1)=B(q.q+k—1)
ANS(p+k.gq—1)=B(p+k.q—1)
ANS(q.q+k—1)=B(p.p+k—1)
ANS(qg+k.m—1)=B(qg+k.m—1)

3Exemplo retirado de [7].
4B ¢ introduzido aqui como varidvel auxiliar para facilitar a derivacdo do
programa.
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swapsec(S,p,q,n) is
{m>0AS0.m—1€lIntAp,gnéelntAn>0}
[ Var k € Int;

initially B=S A i=0 A m>0 A n>0

{P}

do

n—k>0 — S(pt+k),S(q+k),k:=S(q+k),S(p+k), k+1
od
{P N-B}

{R}

FIGURA 7. Array swap

A varidvel derivada é ébvia:

Tén—k

Essa varidavel deve decrescer até atingir o valor 0, o que da a guarda
do loop:
A
B() =n—k>0

Progresso no loop demanda reduzir 7', via incremento de k, man-
tendo a validade de P. A acao associada a transicao do loop, facilmente
derivada a partir de P e do incremento de k, fica:

So 2 S(p+k),S(qg+k),k:=S(qg+k),Sp+k),k+1

O algoritmo esta na figura 7.

Exercicio 4. Prove que:

(1) PA=T>0

(2) O programa da figura 7 termina.

(3) P A By = wp(Sy, P)

(4) P € uma invariante do loop do programa da figura 7.
(5) PAN=By = R

O primeiro objetivo consiste em provar que a execucao de Sy nao
altera a validade de P. Antes, porém, observe que, apds Sy, um novo
S, que chamaremos de S’, é produzido.

S 2 (Sip+k:S(g+k)iqg+k:Sp+k)
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Note que S’ define os novos valores de S e que as igualdades abaixo
de verificam e elas mostram que secoes de S nao foram alteradas.

S'0.p+k—1)=S0.p+k—1)
Sp+k+1l.gq+k—-1)=Sp+k+1.qg+k—-1)
S'g+k+1.m—-1)=8S(g+k+1.m—1)

As igualdades a seguir mostram as posicoes de S que foram alteradas:

Além disso, observe que

Esses dois conjutnos de igualdades sao usadas na prova do teorema
a seguir.

Teorema 21. P A By = wp(Sy, P)

Prova.
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wp(Sy, P)

=——1<k<n-1
AS(0.p—1)=B0.p—1)
ANS'(p.p+k)=B(q.q+k)
NS (p+k+1.q—1)=Bp+k+1.g—1)
NS'(q.q+ k)= B(p.p+k)

NS(g+k+1.m—1)
=—1<k<nAk#n

=Blg+k+1.m—-1)

AS(0.p—1)=B(0.p—1)
NS (p.p+k—1)=B(qg.q+k—1)
NS'(p+ k)= Blg+k)
ANS'(p+k.gq—1)=B(p+k.q—1)
ANS'(g.q+k—1)=B(p.p+k—1)
A S'(q+k) = B(p+k)
NS (q+k.m—1)=B(g+k.m—1)
=(subsituindo S")
—1<k<nAk#n
ANS0.p—1)=B(0.p—1)
S(pp+k—1)=Blg.qg+k—1)
B(q+k) = Blqg+k)
Sp+k.q-1)=Bp+k.q-1)
S(gq+k—1)=Bp.p+k—1)
B(p+Fk)=B(p+k)
/\S(q+kz m—1)=B(g+k.m—1)
=(simplificando N)
—1<k<nAk#n
AS(0.p—1) = B(0.p—1)
NS(p.p+k—1)=B(q.q+k—1)
ANS(p+k.q—1)=B(p+k.q—1)

ANS(p+k.q—1)
ANS(q.q+k—-1)=B

ANS(qg.q+k—1)=Bp.p+k—-1)
ANS(@g+k.m—1)=B(g+k.m—1)
<(Introducao de V)
0<k<nAk#n
ANS(0.p—1)=B(0..p—1)
ANS(p.p+k—1)=DB(q..q+k—1)

=B(p+k.q—1)

p.p+k—1)

(
(
ANS(Gg+k.m—1)=B(g+k.m—1)

=P N By
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O

4.2. Reverso de uma seqiiéncia. Dada uma seqiiéncia, calcule seu
reverso.

4.2.1. A légica. Gries e Schneider, em [7], apresentam o seguinte con-
junto de axiomas para definir o reverso de um seqiiéncia.

(6) rev.e =¢

(7) rev.c<z = (rev.x)”{c)
onde

(8) Y=y

(9) (c<az)™y = c<a(a™y)

A solugao funcional, em Haskell, para o problema do reverso de uma
seqiiéncia é retirada diretamente dos axiomas 6 e 7.

Talvez seja mais intuitivo ler y como reverso de x quando: o ultimo
elemento de x é o primeiro de y, o primeiro de z é ultimo em ¥y e
a subseqiiéncia que vai do segundo ao pentltimo elemento de y é o
reverso da subseqiiéncia que vai do segundo ao pentltimo elemento de

(10) reverse.() = ()

(11) reverse.(a) = (a)

(12) reverse(a <z >b) = b< (reverse.x)>a
(13) onde

(14) r>a=2x"(a)

Exercicio 5. Prove que:
(1) rev.(a)"z = (rev.x)"(a)
(2) rev.a™(a) = (a)"rev.x
(3) rev.{(a)"z™(b) = (b)"(rev.z)"(a)

A 1ltima prova do exercicio 5 fornece a base a definigao da invariante
do algoritmo imperativo para calculo do reverso de uma seqiiéncia.

4.2.2. Solucao tmperativa. A invariante do algoritmo para calculo do
reverso de uma seqiiéncia surge da generalizacao do teorema provado
no exercicio 5.

Exercicio 6. Prove que
(1) rev.a™y = (rev.y)”(rev.x)
(2) rev.a™w™y"z = (rev.z)" (rev.aw™y)" (rev.x)



26 RAUL H.C.LOPES

Uma definicao alternativa para o reverso de uma seqiiéncia, mais
adequada ao tratamento de seqiiéncia como array.

Definigao 3.
S.i..j = rev(B.h..k) 2
j—i=k—nh
A j—1i<0

V(Si=BENS(i+1.j)=rev(B.h.k—1))

Exercicio 7. Apresente uma defini¢cao formal de secao de uma seqiéncia
S e prove que para qualquer inteiro i nao negativo, menor do que zero:

rev.S(0.m — 1) =(rev.S(m —1—i.m — 1))
“(rev.S(i.m —1—1))
“(rev.S(0..7))

Exercicio 8. Apresente uma algoritmo para cdlculo do reverso de uma
sequénciae prove sua correcao.

(1) Use teorema provado no exercicio 7 para definir a invariante P
do loop do algoritmo.
(2) Use a varidvel derivada

T=m-—2
(3) Define a guarda B do loop e prove que
PAB .=.wp(a,P)
onde o é
S, S(m—1—1),i:=8m—1—1),54,i+1

4.3. Particao de uma seqiiéncia por um pivo. Dada uma seqiiéncia
S e um elemento indicado como pivo, o objetivo consiste em particionar
a seqiiéncia original em duas seqiiéncias: de elementos menores do que
o pivoe de elementos maiores do que o pivo. Acrescentada a restricao
de que a seqiiéncia seja representada em um vetor e de que as trocas
devem ser realizadas no préprio vetor, evitando a geracao de seqiiéncias
adicionais, o objetivo consiste em encontrar uma permutacao de S e
um valor p tal que

R20§p<m/\5(0..p—1)<S.p/\5(p+1..m—1)25.p

Dado que a posigao inicial do pivo nao foi especificada, é razoavel
arbitrar que ele se encontrar inicialmente na posi¢ao 0 e que o objetivo
consiste em estabelecer para algum i que
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S(0.i—1) < S0AS@E.m—1)> 5.0

para, entao, computar R.
Note que se

entao

BES.0,8(G—1),p:=S(i—1),50,i—1

wp(5, R)
=0<i—-1<m
NS (0.i—1—-1) < S'(i—1)
ANS'(i—141.m—1)>5(i—1)
N—1=i-1
=(aritmética)
ANL<i1<m
NS (0.i—1—1) < S'(i—1)
ANS'(i—14+1.m—1)>5(i—1)
=1<i1<m
ANS'(0) < S"(i—1)AS'(1.i—2) < S'(i—1)
AS'(i.om —1) > S'(i — 1)
=(S"=(5;0: 5@ —1);i—1:85.0))
1<:<m
NS(i—1) < S(0)AS(1..i —2) < S(0)
AS(i.m —1) > S5(0)
=1<i1<m
AS(1.i—1) < S(0)
AS(i.m —1) > S(0)

27

A precondigao derivada define o estado final do loop que construira
a permutacao de S:

1<i<mAS(l.i—1)<S0)AS@i.m—1)>5(0)

Uma generalizagao dessa condigao, substituindo m por j, define parte
da invariante:

1<i<mAS(Li—1)<S0)AS(.j—1)> S0

A invariante é obtida fortalecendo essa condicao pela observacao de

que:
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e 0s elementos menores do que S(0) estdo compreendidos entre
as posicoes 1 e ¢ — 1;

e 0s elementos restantes estao compreendidos entre as posicoes @
e j — 1, 0 que impoem ¢ < j, devendo j ficar limitado a m.

PE1<i<j<mAS.i—1)<S(0)AS(i.j—1)> S(0)

O loop analisara cada elemento da seqiiéncia da esquerda para dire-
ita, incorporando a cada transicao um elemento uma das particoes e
reduzindo a secao nao particionada do vetor, que é S(j..m — 1). Sua
variavel derivada

A .
T=(m=-j)
A guarda do loop

BEm—j+#0
O progresso do loop em dire¢ao ao ponto-fixo demanda decrementar
T, que s6 pode ocorrer incrementando 7, ja que m é constante. Por
outro lado, o incremento de j pode ocorrer sem perturbar invariante
em duas condigoes:

e quando B, é valido
By2 5> S0
e quando B é valido
Bi25Sj<S0

que demanda incorporar S.j a particao dos elementos menores
do que S.0.

A figura 8 apresenta o algoritmo, que Bentley em [1] atribui a Lomut.
Note que cada comando apresenta suas precondi¢oes e poscondicoes
detalhadas. As agoes Sy e S7 s@o facilmente derivadas:

So2ji=j+1
Sy 2 84,87,4,j:=Sj,84,i4+1,j+1

O préximo passo consiste em provar a correcao do algoritmo da figura
8.

Teorema 22. Prove que P € vdlida inicialmente.
Prova.
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partition (S,p) is
{S.0.m—-1€IntAm >0}

[ Var B.0..m—1 € Int; i,j € Int;
initially B=S A i=1A j=1
do {P}
B — if {PAB}
By — {P ANBA By} So{P}
fi {P}
od
{PN-B}
S.0,S(i—1),p:=S(i—1),5.0,i-1
{1}

FicurA 8. Particao de Lomut

Exercicio.

0

O teorema a seguir estabelece que quando a invariante P e a guarda
do loop sao vélidas, ao menos uma das guardas do comando if sera
valida.

Teorema 23. Prove que

Prova.

By e By sdo complementares.

O

O proximo teorema estabelece que a agao associada a primeira guarda
do if, acao Sy da guarda By, preserva a invariante do loop. Sua prova
fica como exercicio.

Teorema 24. Provar que

P AN B A By = wp(S,) 0P)
Prova.
Ezercicio: veja prova a sequir.



30 RAUL H.C.LOPES

O teorema a seguir estabelece que a agao 57, associada a guarda B
preserva a invariante P.

Teorema 25. Provar que
PABABy = wp(S, 1P)

Prova.

wp(S1, P)

l<i+l1<j+1<m
ANS(Litl1—1)<SO)AS(i+1.5+1—1)>5(0)

—1<i<j<m-—1
AS'(1.4) < S"(0) AS'(i + 1..5) > S'(0)

0<i<j<m
A(m 4§ AS (1) < S'(0)AS (i +1..5) > S'(0))

0=iv0<i<j<m)
A(m#jAS (1) < SO0)A S +1.5) > S'(0))

(0=iAm#jAS(1.i) < S(0)AS(i+1.5) > S'(0))
VO<i<j<mAm#j
AS'(1.4) < S"(0) ANS'(i+ 1..5) > 5(0))
< (Introducao de lor)
0<i<j<m)Am=#j
AS'(1.4) < S"(0) ANS'(i + 1..5) > S'(0)
=(trocando S’ por seus valores em S
0<i<j<m)Am=#j
AS(1..i—1) < S(0)AS(i) > S(0)
ANS(@+1..5—1)>5(0)AS(j) < S(0)

PANBADB,
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O

Estas notas foram completamente alteradas desde a ltima versao,

mas ainda necessitam muitas correcoes e adi¢oes em termos de:

e

10.

e novos exemplos;
® NOVOoS exercicios;
e explanacao da semantica da linguagem usada;
e substituicao total dos exemplos em Haskell por equivalentes em
l6gica;
e validacoes usando algum assistente de prova.
Agradego contribuicoes nesse sentido.
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