SEQUENCIAS: EXERCICIOS

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

Estas notas contém exercicios sobre propriedades de seqiiéncias. Sao
requisitos para o entendimento dos mesmos:

e Logica de primeira ordem

Todas as provas apresentadas usam légica de primeira ordem
e assumem os axiomas da iagualdade: reflexividade, simetria
e transitividade. Além disso, elas sao apresentadas no estilo
de equational reasoning, como em [2]. As seguintes constantes
l6gicas sao usadas com a defini¢ao usual:

— A\, conjungao;

— V, disjuncao;

— =, implicagao;

— <, only if;

— V, quantificador universal;

— d, quantificador existencial;

— =, igualde, que, usado sobre expressoes logicas, substitui

equivaléncia;
— I, relacao de dedutibilidade:

I'Fa

de I' é possivel deduzir a.
— é, abreviagao:
X2y

X é um nome para Y: onde encontar X, coloque Y.
Vale ressaltar que a igualdade é relagao vélida para qualquer
par de objetos do mesmo tipo.

e A notagao de pontos de Curry, ver pagina 34 de [1] é utilizada
para reduzir o uso de parénteses. Resumidamente, ela estab-
elece:

— Sao marcadores de pontuagao (de agora em diante mark-
ers) ponto (.), dois pontos, e bullet (o), tendo forca cres-

cente nessa ordem.
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— um marker a esquerda de um operador (relacional ou fun-
cional, unéario ou bindrio) fecha uma expressao (fecha um
parénteses), cujo escopo se estende para a esquerda;

— um marker a direita de um operador (relacional ou fun-
cional, undrio ou bindrio) inicia uma expressao (abre um
parénteses), cujo escopo se estende para a direita;

— 0 escopo de uma expressao obedece as seguintes leis:

(1) O escopo de uma expressao determinado por um marker
respeita os tipos implicitos dos operadores que nela
ocorrem.

(2) um marker colado a - ou 2 tem prioridade sobre
qualquer outro marker.

(3) Um marker colado a uma constante légica tem pri-
oridade sobre qualquer outro marker colado a oper-
adores (relacionais ou funcionias) nao légicos.

(4) As constantes légicas tém prioridade sobre outros op-
eradoes.

(5) Um marker tem prioridade sobre outro markerde
mesma forga situado & direita, desde que sejam re-
speitadas as regras anteriores.

2. SEQUENCIAS

Uma sequéncia de elementos de um tipo A é uma seqiiéncia vazia
(denotada por L) ou resultado de adicionar um elemento de A a uma
seqiiéncia de elementos de A. Os axiomas a seguir definem seqiiéncias
de elementos de A, denotada seq.A:

o | €seq.A
o (a<dx) € seq.Asex € seqANa€ A
e fecho universal.

Assumindo que x,y € seq.A e que a,b € A, os seguintes axiomas
tratam a igualdade sobre seqiiéncias.

o | #(a<ux)
o (a<dz)=(bay) = a=bAhx=y
O principio da indugao sobre seqiiéncias estabelece que se P é pro-
priedade sobre sequiéncias:

(Vo : 2z € seq.A: P.x) =
(P(LYAN(Vx:x €seqA:Ya:a€ A: P(x) = Pla<x)))

As equagoes a seguir definem o operador snoc (denotado >, em
oposigao, logicamente ao operador cons, <).
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e lpa.= a<l
o (a<z)>pb.=. a<(x>b)

As equagoes a seguir definem um operador cat (denotado ™) para
concatenar duas seqiiéncias.

e Ty=y
o (a<z)y=.a<(2"y)
Pertinéncia em uma seqiiéncia é definida a seguir.
ea¢ |
eac (bax)=.a=bVaczx

A definicao de insercao ordenada em uma seqiiéncia segue. Assume-
se que o tipo A é totalmente ordenado com os operadores < e < tendo
o seu significado usual.

ea~ L=(a<l)
ea<b= (a~ (baz)=.a<(bax))
ea>b=(a~ (bax)=.b<(a~ x))

Exercicio 1. Prove que

b<aAN(Vc:cex:b<c¢).=.Vd:d€a~z:b<d

Prova.

Vd:dea~x:b<d
< (por lema 5)
Vd:d=aVdezxz:b<d
=(range de V)
b<aAVd:dex:b<d
<(aritmética)

b<aAnVd:de:b<d

Exercicio 2. Prove que

(baz) /f=x /

Prova.
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(Por casos de z) :
(Caso [z := 1])
1.
=(axioma de /)
true
(Caso [z :=c<z])
(caz) /
<(Eliminagao de A)
b<cA(c<z)/
=(terceiro axioma de /")

(bac<z) /

Exercicio 3. Prove que

VMa:a€ex:b<a)Azx. / =.bax. /

Prova.
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(Por casos de ) :
bax. /
< (Eliminagao de A)
bax. /' Nx=_1

bal. " Nx=1

=(sequndo axioma de )

true N\ox = L
=(identidade deN)

r=_1

= (Caso [z := 1])

true

(caso[z :=c<z])
bax. /

< (Eliminagao de A)
b<x. /' Nx=.c<z

(ba.c<z) /' Nrx=.c<az

=(terceiro arioma de /)
b<cAc<z. /S Nx=.cdz

< (Eliminagao de A)
b<cANMa:a€z:b<a)Ac<z. / Nx=.c<qz
Va:a=cVa€ez:b<a)ANc<z. /J Nx=.c<dz
=(sequndo azxioma de €)
Va:a€.caz:b<a)ANcdz S Nx=.c<z
Va:ac. z:b<a)Az. /Nz=.c<z
=(premissa do teorema e caso [x = c< z])

true
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Exercicio 4. Prove que
Vb:be A: (bax) /=Va:acz:b<a

Prova.

Por inducgao: trivial quando x = 1.
Assuma Rz 2Vb:be A: (bazx) /=Va:a€x:b<a.

Prove RNa:b:be Acz 2 (b<a(c<x)) /=Va:a€ (cax):b<a.
Assuma b< (c<x) /.

Va:a€c.cax:d<a
<(por R.x)
(daz) /
< (Eliminagao de A)
d<cA(d<z) /
=(terceiro axioma de /)
d<(c<azx) /
=(premissa do teorema,)

true

Exercicio 5. Prove que
(ae(b~z)=a=bVacx

Prova.

Por inducao.
Trivial quando x = L.

AssumaR.xé(aE(wa)):>a:b\/a€x

Prove R.caz 2 (a€ (b~ (cqx)))=a=bVac (cax)
Prova por casos, considerando b < ¢ e ¢ < b.
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Caso b < c.

a=bVac. cax

=(sequndo azioma de €)
a€.ba(cax)

< (Eliminagao de A)
b<cAhaec.ba(c<x)

<(segundo axioma de ~)
b<cAaéec (b~ (cax))

=(premissa do teorema e caso [b < c])
true

Caso ¢ < b.

a=bVac. cax
=(sequndo axioma de €)
a=bVa=cVacz
=(comutatividade de V)
a=cV(a=bVacé€ux)
<(R.x)
a=cVac (b~ )
=(sequndo azioma de €)
a€c<a(b~ x)
<Eliminagao de A
c<bha€ca(b~x)
=(sequndo axioma de ~-)
c<bNha€ (b~ (c<x))
=(premissa e caso ¢ < b)

true

Exercicio 6. Prove que

xr. /'=Va:a€A:(a~zx)/
Prova.

Por inducao.
Caso base, x = L, étrivial.
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AssumaR.xéx./:>Va:a€A:(awx)/

Prove Re<z 2 (cax) /=Va:a€A:(a~ (cax)) /
Assuma (c<z) /

Prove (a ~ (c<x)) /

Prova por casos: a < c ea > c.

Caso a < ¢ € trivial.

Caso a > c.

(@ (ca2)) /7
< (Eliminagao de A)
c<aN(a~ (c<x)) /
=(terceiro axioma de ~)
c<aN(ca(a~x)) /
<(por lema 1)
b<aN((Vec:cea~z:0<c)AN(a~x) /)
<(por lema 2 e por R.x)
b<aN(Nc:c€a~az:b<c)ANbaz. /
=(por lema 5)
b<aN(Vc:cex:b<cAb<zx. /
<(por lema 4)
b<a~Nb<x.
=(premissas)

true
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