SEQUENCIAS

RAUL H.C. LOPES

1. SEQUENCIAS: AXIOMAS

Definicao 1. Segiiéncias sao elementos de uma classe indutiva a que
pertencem a sequéncia vazias e as sequéncias obtidas pela adicao de
algum objeto a uma seqiéncia ja existente. Os axiomas fundamentais
para que estabelecem o tipo seqiiéncia de elementos do tipo A, denotada
por seq.A, sao:

(1)

Seqiiéncia vazia: 1 € seq.A

(2)

Cons: (Na € A,z € seq.A: :a<x € seq.A)

(3)

Cons e vazio: (Na € A,z € seq.A: : L #a<x)

(4)

Iqualdade: (Na,b € A,z,y € seq.A: :(a<dx=bay)=(a=bAx=y))
Um principio de indugao para prova de propriedades sobre seqiiéncias

pode ser obtido diretamente da inducao sobre well founded sets a partir
da seguinte relacao de precedéncia.

Definicao 2. A sequinte relagcao de precedéncia estabelece seq.A como
Well-founded set.

(ANa,z:a€ ANz € seqA: L <a<x)

(Na € A,z € seqA: :x<a<x)

(Ax,y,z €seqA:x <yANy<z:x<2)

Definicao 3.
(Ax:x € seq.A: Px)

(Ax:x € seqA: (ANy € seqA:y<z:Py)= Px)

Alternativamente uma forma fraca desse principio pode ser obtida,
observando-se que _L é o inico elemento minimal da classe de seqiiéncias

e que < é seu unico construtor.
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Definigao 4.
(Ax:x € seq.A: Px)

Pl AN(Na€AxeseqA: Pr:Pla<dx))

Exercicio 1. Prove que o principio apresentado na Definicao 3 € equiv-
alente ao principio apresentado na Definicao 4.

Exercicio 2. Prove que (Ax € seq.A: :x=1V3da€ Ay € seqA: :x=b<y)

Exercicio 3. Construa uma definicao indutiva para um operador x>a
que adiciona a ao final de uma sequéncia x. Sugestao: define > em
termos de <, usando dois axriomas, que considerem respetivamente os
casos em x € ou nao € vazia.

Exercicio 4. Construa uma defini¢cao indutiva para um operador de
pertinéncia sobre sequéncias tal que b € x se e somente se b ocorre na
sequéncia x.

Exercicio 5. Prove que seu operador > tem as sequintes propriedades:

r>c# L
(zpb=yvc)=(x=yANb=c)
bexrc=bexVb=c

Exercicio 6. Construa uma deficao indutiva para um operador ™, que
concatena duas sequéncias dadas:

19424 173<94al =1<12<3<4<L.
Defina seu operador ™ em termos do operador <.
Exercicio 7. Prove que x” 1= x
Exercicio 8. Prove que (x™y)>c = a2™(y>¢).
Exercicio 9. Prove que (x™y)"z = 2™ (y"2).
Exercicio 10. Prove que (z"y=1)=(x=LAy=1)

Exercicio 11. A classe indutiva de seqiiéncias, introduzida na Defini¢ao 1,
tem um equivalente em Haskell que sao as listas. Defina em Haskell
um tipo indutivo (Seq a) para representar seqiéncias de elementos do
tipo a. Implemente em Haskell todos os operadores destas notas usando

o tipo primitivo de listas e seu tipo Seq.
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2. ORDENACAO DE SEQUENCIAS: INSERTION SORT

Considere os seguintes axiomas para definicao de seqiiéncia ordenada
x, denotado por x , com respeito a uma relagdo de precedéncia (<).

() L/
(6) (aal)/
(7) (a<b<zx),/"=a<bA(bax),/

Considere ainda a seguinte definicao indutiva de precedencia de um
item em relacao a uma seqiiéncia.

(8) b< 1
9) a<bar=a<bANa<x

Exercicio 12. Prove que
(a<zx)/'=a<xANzx/
Prova.
P=Xt— (Na:a€A:(a<x),/ "=a<xANx/)
A prova de P L € trivial.
A prova de P(by<z)|a := ag)) seque.
(CLO < bo < ZL’()) /
=(Axioma 7)
ag < bo/\ (boqxo)/‘
:<P$0>
a0<bo/\bo<$0/\xo/

ap -<b0/\b0-<]30/\b0 -<ZL’0/\I0/‘
=(Azioma 9 ¢ P x)
ag < (boﬂxo) VAN (b0<1]30>/

Exercicio 13. Prove que
(a<x),/'=z/

Prova.
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Prova trivial quando se observa que
alf=a

ou equivalentemente que
a<=alf

Note o que ocorre quando a =x /" el =a <x
O

Assuma agora os seguintes axiomas para definir pertinéncia em relacao
a uma sequéncia.

(10) be L

(11) bea<z=(b=aVbeux)

Exercicio 14. Prove que
bex<ta=(b=aVbeu)

Exercicio 15. Prove que

x /"= (x <ta)/



