Solucao Numérica da Equacao de Laplace pelo Método das
Diferencas Finitas

Introducao

Equacgoes diferenciais parciais, aparecem com frequéncia na solugao de problemas em diversas areas
do conhecimento. Uma dessas equacoes é a equacao diferencial de Laplace, que aparece em diversos
problemas tais como:

e Conducao de Calor.
e Campo de potencial eletrostatico.
e Escoamento irrotacional de um fluido perfeito (sem viscosidade).
e Defleccao de uma membrana Eléstica.
e Torcao de uma barra prismatica.
Além de muitos outros problemas praticos. Neste texto, restringiremos nossa andlise a um problema,

tipico de conducao de calor.

Conducao de calor em uma placa

Considere uma placa submetida a temperaturas constantes no seu contérno, como ilustra a Figura
1. Sem perda de generalidade, assumiremos que a placa é quadrada com os lados de comprimento
unitario e que pontos no seu interior podem ser descritos por (z,y) € [—1, 1]x[—1, 1].
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Figura 1: Placa quadrada sob temperatura prescrita no contorno

Considere T'(z,y) a temperatura em um ponto da placa. O problema de conducao de calor consiste
em determinar a temperatura no interior da placa, dadas as temperaturas no contorno. Para
solucionar este problema teremos que resolver a equacao de Laplace em duas dimensoes:
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satisfazendo as seguintes condi¢oes de contorno:

, 0<z<ley=0
)T, z=1e0<y<1
T@Y =97  o<z<ley=1

T, , x=0e0<y<1

A solucao exata deste problema envolve o estudo de problemas de valor no contorno em equacoes
deferenciais parciais. Estamos interessados na solu¢ao aproximada utilizando métodos numéricos.
Para reslové-lo, utilizaremos o método das diferencas finitas.

Método das Diferencas Finitas

O desenvolvimento do método das diferencas finitas consiste em:

1. Discretizagao do dominio em pequenos retangulos com base e altura constantes dadas, respec-
tivamente, por Az e Ay.

2. Para cada vértice dos retangulos, associamos uma incégnita nodal T;; que representa a tem-
peratura T'(z;, y;) no vértice (z;,y;). A Figura 3 ilustra uma possivel discretizagdo do dominio.

3. Substituir as derivadas que aparecem na equagao diferencial por aproximacoes, que denomi-
namos de diferencas finitas.

A seguir descrevemos os processos de aproximagoes referentes ao terceiro item.
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Desta duas aproximagcoes podemos obter uma aproximacao para a derivada segunda:
0?T DIT;; + D, T;;
0x? S Az

Substituindo as expressoes para D, T;; e D}T;; na equacdo acima, temos apés alguns célculos:

82_T($. y;) ~ T (i1, ;) — 2T (@i, ) + T(@i1, 95)
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Note que nas expressoes acima, T'(x;,y;) sdo temperaturas nodais, definidas nos vértices das sub-
divisdes do dominio.



De forma similar, podemos obter uma aproximacao para a derivada parcial com relagao a y:

62_T(x~ yi) & T (z;, Z/j+1) — 2T (z;, yj) + T(xi’yj—l)
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Finalmente podemos descrever a equacao diferencial, segundo as apxoximagcoes de diferencas finitas,
pela expressao abaixo:

=0
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Considerando Az = Ay, a equacado acima reduz-se a:
T (w441, yj) + T (w51, Z/j) + T (4, yj+1) + T (4, yj—l) — 4T (z, yj) =0

Para simplificar é conveniente substituir as temperaturas nodais por uma notagao mais simplificada.
Supondo T'(x;,y,) = T;;, poderemos finalmente escrever:

T j+Tia;+Tij+1 1 — 41 =0

Na Figura 2 indicamos os termos que contribuem para a equacgao de diferencas, descrita acima.
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Figura 2: Temperaturas nodais na equacao de Diferencas Finitas

Observamos que para cada né da malha onde associamos uma incégnita nodal (pontos onde
a temperatura nao é fornecida pelas condigdes de contorno) estamos impondo a aproximagio da
equacao de Laplace descrita pela Equacao acima.

A Figura 3 exemplifica uma discretizagdo através de uma malha com 9 (nove) temperaturas
nodais a determinar (711, 12, - .., T33) € nove equagdes simultaneas descritas para cada um dos nés.
A solugao aproximada por diferencas finitas resulta portanto na solu¢ao de um sistema linear de
banda com nove incdgnitas.
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Figura 3: Discretizacao por Diferencas Finitas. Subdivisao do dominio em 16 retangulos

Armazenamento da Matriz dos coeficientes

Analizaremos, inicialmente, o exemplo tratado na se¢ao anterior. A numeracao da malha possibilita
uma, estrutura especifica para a matriz dos coeficientes. E possivel aumentar ou diminuir a espar-
sidade da matriz mediante uma troca de numeracao. Na Figura 4, numeramos a malha no sentido
horizontal, sempre da esquerda para a direita.

Para esta configuracdo obtemos um sistema Az = b de banda 7(sete) e ordem 9(nove), onde:
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b:(—125 0 -50 =7 0 —-50 —175 —-100 -—150 )t

Para generalizar, considere N nés na horizontal e M nés na vertical conforme a Figura 5.
Um ponto genérico p (que nao esteja préximo ao contorno), representado na Figura 6, satisfaz
a seguinte equagao:
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Figura 4: Numerac¢do dos nés e condigoes de fronteira (Ts = 0°C, T, = 50°C, Ty = 100°C,
To = 75°C)
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Figura 5: Malha generalizada com MN néds
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Figura 6: Matriz dos coeficientes para a malha generalizada

BT, n + DyT, 1+ E,Tp+F,Tp+1+H,T,,ny =0

onde B, D, E, F e H sao vetores que estao representados na Figura 6.

A é uma matriz de banda 2N-+1. Todos os coeficientes ndo nulos de A podem ser armazenados
nos vetores B, D, E, F e H. O sistema linear resultante pode ser resolvido por métodos iterativos ou
por métodos diretos. Em geral, os métodos iterativos sao os escolhidos, pois preservam a esparsidade
da matriz.



