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“It must be admitted that the problems are too vast to
be solved by a direct computational attack.”

John Von Neumann, 1949.

“Do que mais gosto de mim, gosto da parte crianca
Que na realidade nunca para de sonhar
E de acreditar que tudo pode ser melhor ...”

Trecho de “Carta Aos Que Esperam”, Banda Catedral.
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

METODOS SUBMALHAS NAO LINEARES PARA O PROBLEMA
DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Isaac Pinheiro dos Santos

Outubro , 2007

Orientador: Regina Célia Cerqueira de Almeida, D.Sc.

Este trabalho apresenta uma metodologia geral para aproximar equacoes de
convecgao-difusao-reacao baseada no principio de separacao de escalas. Utiliza-
se uma decomposicao de dois niveis dos espacos de aproximacgao e o problema
local é modificado, introduzindo-se uma difusao artificial que atua somente nas
escalas submalhas. O aspecto chave do método é o controle local dado a
partir da decomposi¢ao do campo de velocidades em escalas resolvidas e nao
resolvidas com o requerimento da satisfagao do modelo discreto a nivel do elemento
para uma energia cinética minima associada as escalas nao resolvidas. Este
procedimento conduz a um modelo submalha nao linear que nao depende da
escolha/ajuste de nenhum parametro de estabilizacao. Ele pode ser considerado
um método auto-adaptativo, de forma que a quantidade de viscosidade submalha
¢ automaticamente introduzida de acordo com o residuo das escalas resolvidas
a nivel do elemento. E apresentada uma estimativa de erro a priori com taxas
de convergéncia equivalentes as obtidas para sua contrapartida linear e varios
métodos estabilizados. Experimentos numéricos demonstram a habilidade do
método desenvolvido em representar problemas predominantemente convectivos

e predominantemente reativos.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

NONLINEAR SUBGRID METHODS FOR
CONVECTION-DIFUSION-REACTION PROBLEM

Isaac Pinheiro dos Santos

October, 2007

Advisor: Regina Célia Cerqueira de Almeida, D.Sc.

This work presents a general framework for approximating convection-
diffusion-reaction equations based on principles of scale separation. A two-level
decomposition of the discrete approximation spaces is performed and the local
problem is modified introducing an artificial viscosity acting only on the subgrid
scales. The key feature is the local control coming from the decomposition of the
velocity field into the resolved and unresolved scales and requiring the satisfaction
of the discrete model problem at the element level for a minimum kinetic energy
associated to the unresolved scales. This procedure leads to a nonlinear subgrid
model that acts only on the unresolved scales but does not require any tuned-up
parameter. It can be considered a self adaptive method such that the amount
of the subgrid viscosity is automatically introduced according to the residual
of the resolved scale at element level. We provide an a priori error estimate
with convergence rates similar to its linear counterpart and some other stabilized
methods, like SUPG. Numerical experiments demonstrate the ability of the method

to represent convection and/or reaction dominated problems.
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Capitulo 1

Introducao

A evolucao da mecanica computacional nas ultimas 3 décadas tem provocado
impactos positivos na ciéncia e tecnologia. O seu éxito esta na solucao de problemas
de interesse para a sociedade e no fornecimento de um entendimento profundo dos
fenomenos naturais e de engenharia (Oden et al., 2003). Dentre diversos temas
de interesse da mecanica computacional destaca-se o estudo de métodos numéricos
e computacionais para problemas de transporte, que ocorrem em véarias areas da
ciéncia aplicada. Em particular, problemas de transporte envolvendo processos
convectivos, difusivos e reativos em meios fluidos tém uma grande aplicabilidade

em engenharia (Gémes et al., 2000), tais como:
e na simulacao dos efeitos da poluicao em rios, mares e atmosfera;

e na modelagem da evolucao das reservas de petrdleo e gas natural no

subsolo;
e fluxo em meios porosos, simulagao de reservatorios, injecao de tracadores;
e transferéncia de calor, dispersao de poluentes;
e crescimento de populagoes, irrigagao;
e potenciais elétricos em semicondutores.

A resolucao destes problemas envolve a solucao de equagoes de transporte

do tipo convecgao-difusao-reacao. Além do interesse pratico, essa equacao também



representa um modelo adequado para o estudo de métodos numéricos a serem
utilizados em problemas mais complexos. Por essas razoes, um grande esforco tem
sido feito para o desenvolvimento de modelos numéricos e computacionais para
resolver de forma precisa e eficiente esta equacao (Gdémes et al., 2000). Contudo,
dificuldades ainda persistem em muitas situagoes quando o termo de difusao é
muito pequeno comparado aos termos de convecgao e/ou reagao. Nestes casos,
o método de aproximagao pode apresentar solugoes nao fisicas, conhecidas como
instabilidades numéricas.

No contexto dos métodos de elementos finitos, um método numérico classico
para resolver a equacgao de transporte de conveccao-difusao-reacao é o método de
elementos finitos de Galerkin. Este método é descrito através de uma formulacao
variacional de uma Equagao Diferencial Parcial - EDP (ou um sistema de EDPs)
em espacos de dimensao finita gerados por polinomios. E bem conhecido na
literatura que essa abordagem é adequada no tratamento de diversos problemas
elipticos (Hughes, 2000; Carey e Oden, 1983). Contudo, ela pode falhar na
resolucao de problemas com convecgao dominante e singularmente perturbados,
gerando fortes oscilagoes espirias em suas solugoes aproximadas (Roos et al.,
1996; Donea e Huerta, 2003; Cangiani, 2004). Alguns exemplos destes problemas
sao: conveccao-difusao com convecgao dominante, reacao-difusao com reacao
dominante, convecgao-difusao-reacao com conveccao dominante, Navier-Stokes
com alto numero de Reynolds, dentre outros.

Nas ultimas 3 décadas, muitas alternativas tém sido propostas para contornar
as limitagoes do método de Galerkin. Algumas das técnicas para obter solucoes
precisas e estaveis para estes problemas sao conhecidas como métodos estabilizados
(Roos et al., 1996; Donea e Huerta, 2003; Brooks e Hughes, 1982; Hughes
et al., 1989; Franca e Valentin, 2000). Estes métodos consistem em modificar
a formulacao de Galerkin, sem comprometer a sua consisténcia, adicionando-lhe
termos de perturbacao associados ao operador e contendo parametros estabilizantes

dependentes da malha. A estabilidade e precisao das solucgoes obtidas por essas



metodologias dependem do projeto adequado dos parametros de estabilizacao.
Dentre os métodos estabilizados mais usuais destacam-se: SUPG (Streamline
Upwind Petrov Galerkin) (Brooks e Hughes, 1982; Johnson et al., 1984), GLS
(Galerkin/Least Squares) (Hughes et al., 1989) e USFEM (Unusual Finite Element
Method) (Franca e Valentin, 2000).

Apesar de grande parte dos métodos de elementos finitos estabilizados
mencionados conduzirem as solugoes numéricas globalmente estaveis, eles nao
evitam a possibilidade de ocorrer oscilagoes localizadas nas vizinhancas de altos
gradientes. A razao para esse comportamento é que esses métodos nao preservam a
monotonicidade (LeVeque, 1992). E conhecido que um método linear que preserva
a monotonicidade é no méximo de primeira ordem (LeVeque, 1992). Para a
obtencao de um método de alta ordem que evita oscilagoes espirias, pode-se
recorrer aos métodos de captura de descontinuidades. Em geral, esses métodos
sao esquemas numéricos nao-lineares, mesmo que o problema original seja linear
(Galedo e do Carmo, 1988; Codina, 1993; John e Knobloch, 2007).

A idéia basica de todos os métodos de captura de descontinuidades
¢ aumentar a dissipacao numérica nas regioes onde a solucao nao é suave.
Em esséncia, a maioria das formulagoes com captura de descontinuidades sao
equivalentes a uma decomposicao do termo de estabilizacao em duas partes.
Uma parte é um termo de estabilizacao linear, como o operador padrao SUPG,
que controla o gradiente da solucao na direcao das linhas de corrente. Como
indicado em (Guermond et al., 2004a), é levado em consideracdo o carater
hiperbdlico da equacao, evitando o espalhamento das oscilagoes causadas pela
falta de coercividade. A segunda parte é um termo que controla o gradiente em
outras direcoes, impedindo oscilagoes localizadas proximas as descontinuidades.
Este termo, em geral, é dependente da solugao aproximada, introduzindo, desta
forma, uma nao linearidade no processo de solucao.

Embora, em geral, os métodos de captura de descontinuidade sejam eficientes

na eliminacao de oscilagoes localizadas proximas a regioes de altos gradientes,



nenhuma justificativa tedrica esta disponivel para apoiar a presenca deste termo
na formulacao de Galerkin. Uma das melhores justificativas é apresentada em
(Galedo e do Carmo, 1988), onde o operador de captura de descontinuidade
aparece naturalmente de um controle adicional baseado num campo de velocidades
idealizado e construido de forma a anular o residuo a nivel de elemento. Existe
uma vasta literatura disponivel sobre esta classe de métodos (Hughes et al., 1986;
Tezduyar e Park, 1986; Galeao e do Carmo, 1988; Johnson et al., 1990; Codina,
1993; do Carmo e Galeao, 1991; Burman e Ern, 2005; Knobloch, 2006; John
e Knobloch, 2007). Para uma revisao detalhada destes métodos, sugere-se a
referéncia (John e Knobloch, 2007).

Mais recentemente, os métodos estabilizados tém sido reformulados no
contexto da formulagao variacional multiescala. Na simulacao numérica de varios
problemas, existem efeitos fisicos que ocorrem nas escalas menores do que as
representadas pela malha computacional, que tém forte impacto nas grandes
escalas. Desta forma, muitos autores tém destacado a relacao entre métodos
estabilizados e a modelagem submalha utilizada em simulagoes de grandes escalas
- (LES) (Hiescu, 2004; John et al., 2006). A hip6tese de Boussinesq de que
“existe uma transferéncia de energia cinética dos grandes vortices para 0s pequenos
vortices onde, entao, esta energia € dissipada via viscosidade molecular” é a base
para os modelos submalha (Heitmann, 2003). Devido a incapacidade eventual
do modelo numérico em representar precisamente este processo de transferéncia
de energia, podem surgir solucoes espurias. Um procedimento para elimina-
las consiste em introduzir alguma forma de dissipacao artificial (eddy viscosity).
Alguns pesquisadores acreditam que as oscilagoes espirias da solucao aproximada
para problemas de conveccao dominante estao associadas a essas pequenas escalas,
refletindo-se num actmulo de energia cinética (Guermond, 1999). Ou seja, as
menores escalas da malha nao sao pequenas o bastante de forma que a dissipagao
viscosa seja suficiente, gerando um acumulo de energia cinética. Esse actimulo

de energia pode ser evitado pela introdugao de uma viscosidade artificial através



dos métodos de estabilizagao submalha (Guermond, 1999; Heitmann, 2003), dentre
outros.

Os métodos desenvolvidos a partir deste conceito, denominados métodos
multiescala, tém se tornado mais populares nos ultimos dez anos pela necessidade
de tratar problemas que exibem comportamento multiescala. O trabalho de T. J.
Hughes (Hughes, 1995) pode ser considerado um marco no desenvolvimento desta
nova metodologia, abrindo novas dire¢oes de pesquisa. A idéia principal é decompor
a variavel de interesse (e a fungao peso) em duas partes: a primeira representada
pela discretizagao utilizada (macro escala - escala resolvida) e a segunda
relacionada as escalas menores, submalhas (micro escala - escala nao resolvida).
Tal decomposicao permite dividir a formulagao fraca do problema em dois sub-
problemas: um para a macro escala e outro para a micro escala. Os efeitos nao-
locais da micro escala sao incorporados na macro escala resultando em um problema
enriquecido para as escalas resolvidas, que é entao solucionado numericamente.
Esta nova metodologia variacional também permite uma interpretacao fisica dos
métodos estabilizados, que podem ser vistos como técnicas que capturam na
solucdo a variabilidade da micro escala (Juanes, 2003). Viarios métodos variacionais
multiescala tém sido desenvolvidos nos ultimos anos. Exemplos destes métodos sao:
RFB (Residual-Free Bubbles) (Brezzi e Russo, 1994; Brezzi et al., 1997; Franca
et al., 1998; Brezzi et al., 2000; Brezzi e Marini, 2002b; Brezzi et al., 2003; Franca
et al., 2006; Cangiani, 2004; Gravemeier, 2003), VMS (Variational Multiscale)
(Hughes, 1995; Hughes et al., 2004; Hauke e Garcia-Olivares, 2001; Calo, 2004;
Scovazzi, 2004; Gravemeier, 2003), MFEM (Multiscale Finite Element Method)
(Hou e Wu, 1997; Tang et al., 2006) e SGS (Subgrid Stabilization) (Guermond, 1999;
Brezzi et al., 2000; Guermond, 2001; Layton, 2002; Kaya e Layton, 2003; Heitmann,
2003; Guermond et al., 2004a; Kaya, 2004; John e Kaya, 2005; Guermond et al.,
2006; John et al., 2006; Heitmann, 2007).

O método linear de estabilizacdo submalha - SGS (Subgrid Stabilization)

(Guermond, 2001; Layton, 2002) é a metodologia na qual esta tese se baseia.



O método SGS, desenvolvido por Guermond (1999) e generalizado por Layton
(2002) no contexto dos métodos mistos, envolve uma decomposi¢gdo multiescala
do espago de aproximagao e a introdugao de uma viscosidade artificial (linear)
somente na micro escala da malha de elementos finitos. A viscosidade submalha
linear é ajustada por um parametro global que precisa ser escolhido de forma
adequada a fim de que o método seja preciso. Teoricamente, esta formulacao
conduz a taxas de convergéncia similares as obtidas pelos métodos estabilizados,
tipo SUPG. Entretanto, assim como os métodos estabilizados, o método SGS
apresenta oscilacoes localizadas proximas a altos gradientes, principalmente se o
parametro de estabilizacao nao for escolhido adequadamente. Para evitar oscilacoes
indesejaveis, operadores nao lineares submalha de captura de descontinuidades sao
adicionados de forma ad hoc a formulagao SGS (Guermond, 2001; Guermond et al.,
2004a). O procedimento resultante parece ser eficiente em muitas aplicagoes, mas,
infelizmente, nao é apresentada nenhuma teoria justificando a presenca deste termo
nao-linear. Além disso, a presenca de outro parametro de estabilizacdao torna a
metodologia ainda mais complicada. Outras abordagens envolvendo operadores
nao lineares podem ser encontradas em (Iliescu, 2004; Juanes e Patzek, 2002;
Scovazzi, 2004).

Recentemente, um controle dinamico das constantes envolvidas nos modelos
de dissipacao usados na simulagao de grandes escalas (Large Eddy Simulation -
LES) tem sido introduzido baseado na nogao de separagao de escalas. Entretanto,
ele é ainda incapaz de tratar ou representar precisamente descontinuidades locais
(Meneveau e Katz, 2000). Mesmo que ainda seja limitado o entendimento da inter-
relac@o entre os aspectos numérico e de modelagem (Meneveau e Katz, 2000), foi
sugerido em (Chalot et al., 1998) o uso de um elemento finito consistente que inclui
termos de dissipacao linear e nao-linear, resultando na reproducao do espectro de
energia turbulenta.

Para melhorar as simulacgoes, os efeitos das escalas nao resolvidas devem

ser incluidos de alguma forma nas grandes escalas. No mesmo espirito dos



modelos LES e dos métodos SGS, nesta tese é desenvolvido um método baseado
numa decomposicao multiescala do espago de aproximacao de modo a prevenir
oscilacoes locais e nao locais em problemas de conveccao-difusao-reacao. Este
método, denominado de NSGS (Nonlinear Subgrid Stabilization), é inspirado nos
métodos CAU (Consistent Approximate Upwind) (Galedo e do Carmo, 1988) e
SGS (Guermond, 1999, 2001). Consiste em adicionar uma viscosidade nao linear
e nao parametrizada somente na micro escala, assumindo que a malha nao seja
refinada o suficiente para que os efeitos viscosos dissipem os efeitos inerciais. A
viscosidade artificial adicionada através desta metodologia é controlada por um
processo de minimizagao da energia cinética acumulada nas escalas nao resolvidas.
A representacao da energia cinética é obtida através de uma representacao do
campo de velocidades associado a micro escala.

O método desenvolvido mostrou-se estavel para uma vasta gama de
problemas. Entretanto, observou-se perda de estabilidade na vizinhanca de
camadas limite externas. Neste contexto, é conhecido na literatura que a imposicao
forte das condigoes de contorno de Dirichlet nas fronteiras podem originar oscilagoes
espurias mesmo para métodos com boas propriedades de estabilizagao (Bazilevs e
Hughes, 2007). Em (Burman, 2005; Bazilevs e Hughes, 2007) é apresentada uma
metodologia para estabilizacao de camadas limite externas através da imposicao
fraca das condigoes de contorno de Dirichlet, pratica bastante utilizada nos métodos
de Galerkin Descontinuo. Apesar das camadas externas serem bem representadas
através desse procedimento, as instabilidades localizadas na vizinhanca de camadas
internas permanecem na solu¢ao aproximada (Santos e Almeida, 2007d). Esta
abordagem ¢ incorporada ao método NSGS, conduzindo a uma metodologia capaz
de estabilizar de forma precisa localmente e globalmente a solucao aproximada
de problemas de conveccao-difusao-reacao singularmente perturbados. Assim,
enquanto o novo método desenvolvido mantém a simplicidade do modelo de
viscosidade submalha linear, a solucao nao depende de nenhum coeficiente de

estabilizacao adicional.



1.1 Organizacao da Tese

No Capitulo 2 sao apresentados o modelo matematico do problema de
tranporte convectivo-difusivo-reativo e sua formulacao variacional em espagcos de
elementos finitos. Sao introduzidas a notacao e algumas defini¢oes utilizadas na
tese. Uma breve revisao dos métodos estabilizados lineares, nao-lineares e dos
métodos multiescalas, utilizados para resolver o problema de conveccao-difusao-
reacao aproximadamente, também é apresentada.

No Capitulo 3 é apresentado o método linear de estabilizacao submalha SGS.
Inicialmente, o método é descrito para EDPs de primeira ordem. Em seguida,
é estendido para EDPs de segunda ordem, abrangendo, desta forma, problemas
de convecgao-difusao-reagao. Uma correspondéncia entre o método SGS e os
métodos mistos ¢ apresentada. Na tltima secao deste capitulo, sao descritos alguns
experimentos numéricos que demonstram o comportamento do método SGS.

O Capitulo 4 é dedicado ao desenvolvimento do método NSGS. Inicialmente
sao apresentados alguns modelos nao lineares para aproximar a equacao de
transporte. Em seguida, a descricao do método NSGS e procedimentos iterativos de
solugao sao descritos. Na tltima secao deste capitulo, apresenta-se a incorporagao
do procedimento de imposicao fraca das condigoes de contorno de Dirichlet ao
método NSGS.

A andlise numérica do método NSGS é apresentada no Capitulo 5. Sao
estabelecidas a existéncia e unicidade de solugao, bem como uma estimativa de
erro a priori para a solucao obtida pelo método NSGS.

Os experimentos numéricos realizados com a nova metodologia sao discutidos
no Capitulo 6. Os resultados obtidos sao comparados com outras abordagens
existentes na literatura.

No Capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e os comentdrios finais. Os

desenvolvimentos complementares sao descritos no Apéndice 7.



Capitulo 2

Métodos de Elementos Finitos Para o

Problema de Conveccao-Difusao-Reacao

Neste capitulo sao apresentados o modelo matematico do problema de
tranporte convectivo-difusivo-reativo e sua formulacao variacional em espagos de
elementos finitos. Introduz-se inicialmente a notacao utilizada no decorrer da tese,
bem como algumas defini¢oes que serao tteis nos capitulos posteriores. Apods a
descricao do modelo matematico do problema e sua formulacao variacional, é
feita uma breve revisao de alguns métodos estabilizados lineares, nao-lineares e
dos métodos multiescalas utilizados para resolver aproximadamente o problema de

conveccao-difusao-reacao.
2.1 Notagoes e Definicoes

Nesta secao sao apresentadas algumas notacoes e defini¢coes usadas nesta tese.
Denota-se por © um subdominio de R? (d = 2) com contorno 99 = I' Lipschitz.
Seja & um subdominio aberto de €2, de contorno 9€; entao o espaco das funcgoes
quadrado-integraveis, no sentido de Lebesgue, em £ é representado por L*(&).
Para um dado inteiro m > 0, o espago de Hilbert de ordem m sobre £ formado
pelas funcoes v € L?(€) cujas m—ésimas derivadas, no sentido das distribuigoes,

também pertencem ao espago L?(€), é dado por

H™E) = {v € L}E) | D € L*(€),|a| < m},



onde

olely d
Dv = al"‘aad; |O{|: E Q;
o Td i=1
e a = (ag, - ,0q) 6 um vetor de indices (nimeros inteiros nao negativos). O

produto interno em H™ (&) e sua norma associada sao dados por

UV, W)me = D*vD*wd€& e V|lme =1/ (V,0)m.e,
e = 3 [ follme = /(0. 0)me

laj<m

respectivamente. Por H{"(€) denota-se o subespaco de H™ (&) cujas fungoes e suas
m — 1 derivadas se anulam no contorno 9€.

O produto interno e respectiva norma do espago H'(€) = L*(€) sao

(v,w)e :/vwdé' e |v]oe =+ (v,v)s.
£

O produto interno em L? no contorno de &€ é denotado por (v, w)ase = [, vwddE.

A norma associada ao espago H*(E) ¢é || |lie = /I - 12 + [V ()2

Quando o subscrito £ ou 0€ é omitido, o produto interno e/ou norma é
tomado no dominio {2 ou no seu contorno 0). A mesma idéia de notagao se
estende para as formas bilineares a(-,-)e, B(:,)e, etc.

Supondo V' um espago de Hilbert, designa-se sua norma por || - ||y e seu
espaco dual por V.

Definem-se por £(V x L;R) o espago das formas bilineares continuas em
V x L, com V e L espacos de Hilbert e por £L(V;R) o espago dos funcionais

lineares continuos em V', ou seja V' = L(V; R).

2.1.1 Problema Variacional Linear Abstrato

Considere o seguinte problema variacional linear (abstrato):
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Achar u € V tal que
(2.1)

a(u,v) = f(v), Yv €L,

onde:

(i) V e L sao espagos vetoriais, cujas normas associadas sao || - ||v e || - ||z,
respectivamente. Em muitas aplicagoes, V' e L sao espacos de Hilbert, mas
casos mais gerais onde L é um espaco de Banach reflexivo e V um espaco
de Banach podem ser considerados. V é chamado de espaco das funcoes

admissiveis, e L espaco das fungoes peso;

(ii) a é uma forma bilinear continua (ou limitada) em V x L, isto é, a €

L(V x L;R);
(iii) f é uma forma linear continua em L, isto é, f € L' = L(L;R).

Uma primeira analise do problema (2.1) consiste em especificar as condi¢oes

que o torna bem-posto no sentido de Hadamard, conforme a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.1. (Hadamard). O problema (2.1) é bem-posto se ele admite uma

unica solugdo u € V' e se a sequinte propriedade se verifica a priori:

de>0,vfe V', ullv <c|lfl|v-

O

Assim, um problema é bem-posto, no sentido de Hadamard, se ele admite

uma unica solucao e se essa solucao depende continuamente dos dados. Dois
resultados importantes para estabelecer se um problema é ou nao bem-posto sao:
o Lema de Lax-Milgram (para V = L) e o Teorema de Banach-Necas-Babuska. O
primeiro fornece apenas uma condicao suficiente, enquanto o outro, dependente de
hipéteses um pouco mais sofisticadas, fornece condigoes necessarias e suficientes

para que (2.1) seja bem-posto (Ern e Guermond, 2004).
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2.1.1.1 Lema de Lax-Milgram

Considere o caso onde o espaco das fungoes admissiveis e o espaco das fungoes

peso sao idénticos, ou seja, V = L. Entao, tem-se o seguinte problema:

Achar u € V tal que
(2.2)

a(u,v) = f(v), YveV.

Para verificar se esse problema é bem-posto, utiliza-se o Lema de Lax-Milgram

(Ern e Guermond, 2004; Ciarlet, 1978).

Lema 2.1.1. (Lax-Milgram). Sejam V um espaco de Hilbert, a € L(V x V;R)

e f €V’ Assume-se que a forma bilinear € coerciva, isto €,
Ja>0,Yu eV, a(u,u) > alul}.

Entao, o problema (2.2) € bem-posto e, ainda, a sequinte estimativa a priori se
verifica:

1
vieV ulv < Zlifllv.

2.1.1.2 Teorema BNB: condigao inf-sup

O Teorema BNB (Banach-Necas-Babuska) é uma ferramenta mais geral para
o estudo de existéncia e unicidade de solu¢ao para problemas do tipo (2.1). Esse
teorema, segundo Ern e Guermond (2004), foi apresentado por Necas em 1962 e
popularizado no contexto dos métodos de elementos finitos por Babuska em 1972.
Do ponto de vista da andlise funcional, este teorema é uma redefinicao de dois
resultados fundamentais de Banach: o Teorema do grafico fechado e o Teorema

da aplicacao aberta. Isto justifica o uso da nomenclatura BNB (Ern e Guermond,

2004).
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Teorema 2.1.1. (Banach-Necéas-Babuska). Sejam V um espago de Banach
e L um espago de Banach reflexivo. Sejam também a € L(V x L;R) e f € L'.

Entao o problema (2.1) é bem-posto se e somente se:

(BNB1) ! doa >0, in uevsupveL% > o
(BNB2) Vo e L,(Vu € V,a(u,v) =0) = (v =0).

Além disso, a sequinte estimativa a priori se verifica:
, 1
viel, lulv < ~lfll

U
A condi¢ao (BNB1) é conhecida como condicio inf-sup. Ela pode ser
representada, alternativamente, da seguinte maneira:

a(u,v)

ol

VueV,  allully <sup,ep

2.2 Problema Modelo

O problema de conveccao-difusao-reacao linear estacionario consiste em

encontrar a fungao escalar u(x) : 2 — R satisfazendo

V. (-eVu+pu)+ou = f em (2.3)

u(x) = g(x) emT, (2.4)

onde  C R? é um dominio limitado aberto com uma fronteira Lipschitz I' = 9.

Os coeficientes desta equagao sao:

e 3:Q — R? o campo de velocidade;

e ¢ > 0, o coeficiente de difusao;

I Sempre que surgir uma divisdo por alguma norma, admite-se que ela é nao nula.
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e 0: 0 — R, o coeficiente de reagao, onde o > 0 para dissipacao, destruicao

ou absorc¢ao e ¢ < 0 para producao;

e f:Q — R, otermo de fonte.

Considera-se 3 € [L>®(Q)]¢, ¢ > 0 constante real, o € L>*(Q) e f € L*(). Além

disso, divide-se a fronteira I' em:

o = {eel'|B(z) n(r) <0} (2.5)
Iy = {zel'|B(x) n(z)=0} (2.6)
Iy = {zel'|B(z) n(x) >0}, (2.7)

onde I'_ corresponde a parte da fronteira I' onde ocorre a entrada de fluxo, I'y
refere-se a fronteira caracteristica, I', representa a parte de saida de fluxo e np é o
vetor normal unitario externo a fronteira I'.

Para o caso de transporte em meios incompressiveis, assume-se a hipotese de
incompressibilidade, ou seja,

V.-B8=0; (2.8)

caso contrario, é assumido que 3 seja constante. As condigoes sobre o campo de
velocidade permitem reescrever a equacao de conveccao-difusao-reagao da seguinte

forma: achar u(x) : Q@ — R tal que

L(u):=—eAu+3-Vut+ou = f em () (2.9)

u(x) = g(x) emlI. (2.10)

onde £ = Lyt + Leony + Lreae, representando a soma dos operadores difusivo,
convectivo e reativo, respectivamente. Essa equacao inclui os seguintes casos

particulares:
e Equagao conveccao-difusao (o = 0);

e Equagao de Helmholtz (3 = 0,0 < 0);
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e Equagao convecgao-reacao (¢ = 0);
e Equagao difusao-reagao (3 = 0),

que descrevem muitas situagoes associadas a fenomenos de transporte, tais como
transporte de massa e transporte de energia, que podem ser encontrados em varios
problemas praticos de engenharia, conforme discutido no Capitulo 1.

Assume-se também que

o> 0. (2.11)

Isso restringe a andlise do modelo nesta tese para situacoes que caracterizam
dissipacao ou destrui¢ao, excluindo-se como objeto de estudo a equacao de
Helmholtz. A solucdo da equagao (2.9) pode ser classificada de acordo com o
discriminante x = |B|*> + 40¢. Se k < 0 tem-se o regime de propagagao e no caso
de k > 0 obtém-se o regime exponencial. Ver (Hauke, 2002) para mais detalhes.
A interrelacao entre os fendmenos convectivos, difusivos e reativos modelados

por essa equacao pode ser caracterizada pelos seguintes ntiimeros adimensionais:

e Pe = |3|h/2¢, nimero de Peclet local;

e v =oh/|B|, nimero de Damkdler local,

onde h é o comprimento caracteristico associado a discretizacao do dominio 2,
adotada no processo de aproximacao da solucao do problema. Na préxima secao é
apresentada a formulagao variacional de (2.9), bem como a existéncia e unicidade

de solucao.

2.3 Formulacao Variacional

Para apresentar a formulagao variacional do problema, considere por
simplicidade g(x) = 0 e defina o espago X = HJ(f2). Entao, multiplicando a

equagao (2.9) pela fungao peso v € X e integrando sobre 2 obtém-se a equacao

—e(Au,v) + (B Vu+ou,v) = (f,v) YveX,
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onde (+,+) é o produto interno usual do espago L?*(2). Aplicando o teorema de

Green (Ciarlet, 1978) no primeiro termo, resulta em
—(AU, U) = (vuu V’U) - (VU M, U)F = (VU, VU),

poisv =0 em I'.
Entao, a formulagao variacional cldssica do problema (2.9) pode ser dada

por: achar v € X tal que
B(u,v) = (f,v), WYveX, (2.12)
onde a forma bilinear B(-, ) é definida por
B(u,v) = €(Vu, Vv) 4+ a(u,v), (2.13)

co1m

a(u,v) = (B Vu+ou,v). (2.14)

Para mostrar que o problema variacional (2.12) é bem-posto, mesmo em
situagoes mais gerais do problema (sem as hipdteses (2.8) e (2.11)), assume-se a

seguinte hipdtese: existe uma constante oy tal que
1
O'—§V',BZO'0>O. (215)

O Lema 2.3.1 a seguir é um importante resultado, utilizado algumas vezes no

decorrer dessa tese.

Lema 2.3.1. Para u € X, tem-se

a(u, u) = ((a _ %v - ﬂ)u,u) |
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Demonstragao: Considerando o primeiro termo de a(u,u) em (2.14), obtém-se

(B Vu,u)

Por hipétese, u € X,

ou seja, u = 0 em I'. Dessa forma, o primeiro termo do lado

direito se anula. Como resultado,

a(u, 1) = (8- Vu, u) + (ou, ) = <(a _ %v - ﬂ)u,u) |

O préximo Lema (Lema 2.3.2) mostra que a forma bilinear B(u, v) é continua

e coerciva no espaco H'(Q) e, consequentemente, o Lema de Lax-Milgram 2.1.1

garante existéncia e unicidade de solugao para o problema (2.12).

Lema 2.3.2. A forma bilinear B(-,-) dada por (2.13) € continua e coerciva em

HY(Q), ou seja, existem constantes positivas oy e o tais que

B(u,v) < aiffullufjolly e (2.16)
B(v,v) > a3 (2.17)
U
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Demonstracao: Para continuidade, tem-se

B(u,v) = €(Vu,Vv)+ (8- Vu,v)+ (ou,v)
< €| Vullo[[Vollo + Bl Vullollvllo + |olsllulloflv]lo

< max{e, |Bloo; |oloc} (IVullo + l[ullo) (IVv]lo + [[vlo) -
Como as normas (||Vul|o + [|ullo) e [|u||; sdo equivalentes em H'(), segue-se que
B(u,v) < aqljull1||v|li,  com a; = Cmax{e, |B|co, || }-
Para a coercividade,

B(u,u) = €| Vullg + a(u, u)

= €| Vul2 + ((0’ — %V . ﬁ)u,u)

el Vullg + oollulls

A%

v

asllull?,  com ay = min{e oy}

[

Os Lemas 2.3.2 e de Lax-Milgram 2.1.1 garantem existéncia e unicidade de
solugao para o problema variacional (2.12).

Tomando v = u em (2.13) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no

lado direito, resulta em
min{e, o} |[ullf < €| Vull§ + ollullg = (f.0) < [ fllollull:.
Para ¢ = min{e, 0}, obtém-se

1
lulle < =1 fllo- (2.18)
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Essa estimativa mostra o problema intrinseco desse modelo matematico. Para
valores pequenos de €, pequenas variagoes em f, podem conduzir a grandes
variagoes na solugao u.

Na préxima Secao é apresentado o método de Galerkin para aproximar o
problema (2.12), via elementos finitos, enfatizando suas deficiéncias no tratamento

deste tipo de problema.

2.4 Aproximacgoes por Elementos Finitos - Método de Galerkin

Para encontrar uma aproximacao u;, da solugao u, considere uma particao
uniforme 7, = {1},} do dominio 2 em triangulos ou quadrilateros 7},, indexada por
h que representa o comprimento caracteristico de malha. Seja X, C X um espago

de dimensao finita dado por
X, = {uh € H&(Q) | uh|Th € ]P)k(Th), VT, € ,];L},

onde Py (7},) representa o espago das fungoes polinomiais com coeficientes reais e
de grau menor ou igual a k em Tj. Neste trabalho, considera-se £ = 1, ou seja,
o espago de aproximacao é formado somente por fungoes polinomiais lineares. O
método de elementos finitos de Galerkin, para a equagao (2.9) é dado por: Achar
up € Xp, tal que

B(up,vp) = (f,vn) Yo, € Xp. (2.19)

Sendo X, C X, os resultados de continuidade e coercividade apresentados para a
forma bilinear B(+,-) para o modelo continuo (Lema 2.3.2) sao transferidos para o
problema discreto (2.19), garantindo desta forma existéncia e unicidade da solugao
aproximada u, € Xj.

Usando (2.16) e (2.17), o Lema de Céa (Ciarlet, 1978) estabelece que
ag .
|l — uplls < o inf,, cx, ||u — vpl1. (2.20)
2

Para a; = O(1) e as = O(e), o lado direito de (2.20) torna-se muito grande quando
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€ descresce substancialmente. Isso explica a causa da deficiéencia do método de

Galerkin no tratamento de problemas de transporte quando a difusao € — 0.
Como discutido na introducao, a formulacao de Galerkin apresenta sérias

deficiéncias para este problema quando a conveccao é dominante em relagao

a difusao (¢ << |B|h) e/ou quando a reacdo predomina comparada com a

o0
difusao (e << oh?). Neste caso, se a malha ndo for suficientemente refinada,
principalmente nas regioes de camadas limites, a solu¢ao numérica pode apresentar
oscilagos esptrias por todo o dominio (Donea e Huerta, 2003; Ramalho, 2005;
Brooks e Hughes, 1982; Johnson, 1990b; Harari e Hughes, 1994). Desta forma, a
aplicacao do método de Galerkin a problemas reais é comprometida pelo alto custo
computacional requerido na discretizacao do modelo numérico.

As deficiéencias do método de Galerkin podem ser contornadas através da
utilizacao de métodos estabilizados consistentes, também conhecidos como métodos
de Petrov-Galerkin. Nestes métodos, um termo extra agindo no interior da cada
elemento é adicionado a formulacao de Galerkin. Este termo é definido em func¢ao
do residuo da equacao diferencial para garantir a consisténcia do método e é
controlado por um parametro de estabilizacao. Na proxima secao é apresentada

uma breve revisao dos principais métodos estabilizados existentes na literatura

para o problema (2.9).

2.5 Métodos Estabilizados Lineares

Os métodos estabilizados do tipo Petrov-Galerkin tiveram grande
desenvolvimento a partir do inicio dos anos oitenta do século passado, tendo
como marco o método SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin) introduzido
por Brooks e Hughes (1982) para problemas com convecgdo dominante. Estes
métodos sao uma combinagao da formulacao de Galerkin com termos baseados no
residuo, a nivel de elementos, da equacao diferencial que governa o problema. Estes
termos sao balanceados por parametros de estabilizacao, resultando em formulagoes

variacionalmente consistentes com propriedades de estabilizacao superiores as da
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aproximacao de Galerkin.
Os métodos de elementos finitos estabilizados lineares para a equagao (2.9)

podem ser definidos por: Achar u;, € X}, tal que
B(uh, Uh) -+ E(uh, Uh) = (f, Uh), Y, € Xh, (221)

onde E(uy,v,) indica os termos de pertubacao que sao adicionados a formulacao
variacional padrao (2.19). Como discutido anteriormente, estes termos sao
adicionados de forma a preservar a consisténcia do método e a obter estabilidade

numérica, tendo a forma geral dada pela expressao

E(up,vn) = Y (L(un) = f.79(0n))r, (2.22)

TLeT),

onde L(uy) — f = R(uy) é o residuo da equacgao (2.9), o(vy,) ¢ um operador (linear)
aplicado ao espago das fungoes testes e 7 € L>(£2) é um parametro de estabilizagao
local nao negativo, que deve ser escolhido apropriadamente para cada método. O
operador @(vy,) caracteriza os diversos métodos estabilizados existentes. Alguns
exemplos de métodos estabilizados, caracterizados pelas diferentes escolhas do

operador p(vy,), sao:

e o(vy) = Leonw(vy) = B - Vup, método SUPG (Brooks e Hughes, 1982;
Johnson et al., 1984);

o o(vy) = L(vy), método GLS (Hughes et al., 1989);

o o(v,) = —L*(vp), método USFEM (Franca e Valentin, 2000),

onde L* = Lgit — Leony + Lreae € 0 operador adjunto de L.

O SUPG ¢ um dos métodos mais utilizados para resolver problemas com
conveccao dominante. Em contraste aos métodos classicos de difusao artificial,
que adicionam difusao extra em toda malha de elementes finitos, o método SUPG

adiciona difusdo artificial somente na dire¢cao das linhas de corrente (Brooks
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e Hughes, 1982; Donea e Huerta, 2003). Além disto, esta difusdo extra é
introduzida de forma consistente, obtendo assim estabilidade e taxas étimas de
convergéncia (Knobloch, 2006). Isto representou, a epoca, um avango em dire¢ao ao
desenvolvimento de técnicas numéricas para estabilizacao da equacao de convecgao-
difusao com conveccao dominante sobre os métodos cldssicos como viscosidade
artificial, wpwind, diferencas finitas centrais, elementos finitos de Galerkin e
Petrov-Galerkin com fungoes pesos continuas (Hughes et al., 2004). A andlise
de estabilidade e convergéncia do método SUPG é apresentada em Johnson et al.
(1984).

Outros métodos estabilizados foram desenvolvidos apds o SUPG, como o GLS
(Galerkin/Least Squares) (Hughes et al., 1989), GGLS (Galerkin Gradient/Least-
Squares) (Franca e do Carmo, 1989) e USFEM ( Unusual Finite Element Method)
(Franca e Farhat, 1995; Franca e Valentin, 2000). Nestes dois ultimos evidencia-
se uma busca para melhorar as aproximacoes em regimes de reacao dominante
(Ramalho, 2005). Uma idéia nao-usual de formulagao é introduzida no método
USFEM, onde ao invés da insercao de uma difusao extra no método, reduz-
se a intensidade do termo reativo (Ramalho, 2005). Esta idéia baseou-se num
procedimento semelhante apresentado por Douglas e Wang (1989) para o problema
de Stokes (ver também Franca et al. (1992)).

Como vantagens desta classe de métodos, destacam-se sélida fundamentagao
matematica e numérica, e o fornecimento de solugoes aproximadas precisas e
estaveis. Uma desvantagem ¢é sua dependéncia, em geral, da escolha ou do
projeto 6timo do parametro de estabilizagao 7. Existem parametros étimos para
alguns casos especificos. Por exemplo, o método SUPG, aplicado ao problema de
conveccao-difusao estacionario, unidimensional, com f = 0, coeficientes constantes
e usando interpolacao linear, é nodalmente exato utilizando o parametro de

estabilidade

h 1

T = m(coth(Pe) - —).

Pe

Em geral, é uma tarefa nao trivial determinar um parametro que seja
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apropriado para uma determinada gama de aplicacoes. Muita pesquisa tem sido
feita em busca do projeto 6timo desses coeficientes e também no desenvolvimento
de novos métodos estabilizados. O trabalho de Hauke e Garcia-Olivares (2001)
apresenta uma revisao sobre os varios parametros de estabilizagao utilizados para
a equacao de conveccao-difusao-reacao. Pode-se citar também os trabalhos de
Tezduyar e Osawa (2000) e Tezduyar (2004) no contexto da equacao de convecgao-
difusao.

Os métodos estabilizados conduzem, em geral, a solugoes globalmente
estaveis. Entretanto, oscilagoes localizadas na vizinhanca de camadas limite
internas e/ou externas ainda permanecem. Tais oscilagoes localizadas podem ser
evitadas ou reduzidas através do uso de métodos de captura de descontinuidade,

que serao apresentados a seguir.

2.6 Métodos Estabilizados Nao Lineares

Apesar de grande parte dos métodos de elementos finitos estabilizados
mencionados na secao anterior conduzirem a solugdoes numéricas globalmente
estaveis, eles nao evitam a possibilidade de ocorrer oscilacoes localizadas nas
vizinhangas de altos gradientes. A razao para esse comportamento é que esses
métodos nao preservam a monotonicidade (LeVeque, 1992). O teorema de Godunov
(1959) estabelece que um método linear que preserva a monotonicidade é, no
méximo, de primeira ordem de precisao (LeVeque, 1992; Mizukami e Hughes, 1985).
Para a obtencao de um método de alta ordem que evite oscilagoes espurias, pode-se
recorrer aos métodos de captura de descontinuidades, que, em geral, sao métodos
nao-lineares, mesmo que o problema original seja linear (Galeao e do Carmo, 1988;
Codina, 1993; John e Knobloch, 2007).

A idéia basica de todo método de captura de descontinuidades é aumentar
a dissipagdo numérica nas regioes onde a solucao nao é suave. Em esséncia, a
maioria das formulagoes com captura de descontinuidades sao equivalentes a uma

decomposicao do termo de estabilizacao em duas partes. Uma parte é um termo de
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estabilizacao linear, como o operador SUPG, que controla o gradiente da solucao
na diregao das linhas de corrente. Como indicado em (Guermond et al., 2004a), é
levado em consideragao o carater hiperbodlico da equacao, evitando o espalhamento
das oscilagoes causadas pela falta de coercividade. A segunda parte é um termo que
controla o gradiente em outras direcoes, impedindo oscilagoes localizadas proximas

as descontinuidades. Esse termo, em geral, tem a forma

Z (Dea(un)Vun, Voy)1,, (2.23)

TheT)

onde D.y(-) é um coeficiente de difusdo nao linear, que depende da solugao
aproximada, introduzindo desta forma uma nao linearidade no processo de solucao.
Grande parte dos métodos de captura de descontinuidades satifazem as

seguintes propriedades (Juanes, 2003; Hughes e Mallet, 1986):

e consisténcia: o operador é proporcional ao residuo das equacoes de Euler-

Lagrange;

e cstabilidade: adicao de um controle extra sobre o gradiente da solugao

numeérica;

e precisao: o operador deve se anular rapidamente em regioes onde a solugao

¢é suave.

Existe uma vasta literatura disponivel sobre esta classe de métodos (Hughes
et al., 1986; Tezduyar e Park, 1986; Galeao e do Carmo, 1988; Johnson et al., 1990;
Codina, 1993; do Carmo e Galeao, 1991; Burman e Ern, 2005; Knobloch, 2006; John
e Knobloch, 2007). Para uma revisao destes métodos, sugere-se a referéncia (John
e Knobloch, 2007).

Segundo John e Knobloch (2007), os métodos de captura de descontinuidades

podem ser classificados como:

1 - Técnicas Upwind
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- Mizukami e Hughes (1985);

- Knobloch (2006) - (IMH - Improved Mizukami-Hughes);
2 - Difusao Artificial Ortogonal as Linhas de Correntes

- Hughes et al. (1986);
- Johnson et al. (1987);
- Codina (1993);

- Knopp et al. (2002);

- Burman e Ern (2002);
3 - Estabilizacao por Arestas

- Burman e Hansbo (2004);

- Burman e Ern (2005);
4 - Difusao Artificial Isotrépica

- Galeao e do Carmo (1988) - (CAU - Consistent Aproximate Upwind);
- Johnson (1990a);

- do Carmo e Galeao (1991);

- Almeida e Silva (1997);

- Knopp et al. (2002);

- do Carmo e Alvarez (2003).
Outras técnicas presentes na literatura sao:

- Penalizagao na wviolagao do principio do mdzimo - (Layton e Polman,

1996);
- Minimizagdo do residuo em L'(€)) - (Guermond, 2004);

- Cdleulo Finito - (Onate, 1998; Onate et al., 2006).
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Embora, em geral, os métodos de captura de descontinuidade sejam eficientes
na eliminacao de oscilagoes localizadas na vizinhanca de regioes de altos gradientes,
nenhuma justificativa tedrica esta disponivel para apoiar a presenca desse termo
na formulacao de Galerkin. Uma das melhores justificativas é apresentada em
(Galeao e do Carmo, 1988), onde o operador SUPG e o operador de captura
de descontinuidade aparecem a partir da concepgao de um campo de velocidade

aproximado. Maiores detalhes sao apresentados a seguir.

2.6.1 Método CAU (Consistent Approrimate Upwind)

O CAU é um método de elementos finitos estabilizados que introduz de
forma consistente, além da contribuicao do SUPG, um termo de captura de
descontinuidades nao-linear que controla as derivadas na direcao do gradiente da
solucdo aproximada (Galeao et al., 2004). Este método baseia-se no conceito de
que a direcao aproximada das linhas de corrente da solucao seja dada por um
campo de velocidade modificado 8,. Quando h — 0, essa direcao “aproximada”
converge para a direcao real das linhas de corrente da solugao u, ou seja, 8, — 3.
O método, entao, consiste em definir de forma sistematica e consistente a direcao
otima de upwind, que é construida de maneira auto-adaptativa pelo processo de
aproximacao. Para tornar claro este procedimento, considere a seguinte direcao

upwind aproximada:

B, =7npB+ (B —B,), (2.24)

onde 71 e Ty sao coeficientes a serem determinados e 3, ¢ um campo de velocidade

auxiliar tal que, para cada T} € 7},, a solucao aproximada w; satisfaz

—eAup + B, - Vup +oup = f,  em Tj,. (2.25)

Dentre todos os campos 3, que satisfazem (2.25), escolhe-se o que se encontra

mais préximo do campo de velocidade real B da solucao u, no sentido da norma
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em L*(T}). As condigoes anteriores conduzem a

J¢; R(un) Vuy, se Vuy, #0;

- IVU}LP

By = (2.26)

3, se Vuy, =0,

sendo R(up) o residuo da equagao (2.9).

O método é entao construido usando v, como fungao peso, definida por
vy = vp, + ,BZP - Vuy,. (2.27)
Desta forma, o método CAU é dado por: achar u;, € X tal que

B(up,vp) + E(up,vp) + Z (Lu— f, (B — B - Vu)r, = (f,vn), Yo, € X,

TheT)
(2.28)
onde E(up,vy) é o termo de estabilizacao do SUPG, representado por
E(up,vp) = Z (Lu— f, 1B - Vo), . (2.29)

TheTh

Assim, 7 é o parametro de upwind do SUPG, T4, € T2 serd denotado por Teu,.

O termo nao linear em (2.28) equivale a (2.23), com D.(-) dado por

Dcd(uh) = Teau [(5 - ﬁh) ® (ﬁ - Bh)] . (2-30>

Eventualmente, a diregao de (8 — 3,,) pode coincidir com a diregao das linhas de
corrente, conduzindo a uma solucao aproximada muito difusiva. Para evitar isto,
define-se

Tequ = AT [O> chau - 7_suzug] 5 (231)

onde
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h 1 h® 1
chau —~ 54 a COth Pec - 3 Tsu — COth Pes — ,
06— Bl ( () Pec) T ( () Pes)
(

2.32)
e
B—Bul = 06 h|8 = Byl

he=2—F—"=; b = y Pef= —— 2.33
|bc| ’ 1 — axj (ﬁ] /6 ,])7 € 2¢ ) ( )

8 . g ]
h®=2—; b = ) Pe’=——. 2.34
|b|’ ; ox; (B;)  Pe 2¢ (2:34)
Nestas expressoes, & (i = 1,...,d) é a i—ésima coordenada do sistema local

que mapeia um elemento da malha de elementos finitos em um elemento padrao;
B e B,; sao as j-ésimas componentes dos vetores 3 e 3, respectivamente, e € ¢ o
coeficiente de difusao.

Para detalhes do método CAU com outras escolhas para o parametro 7.q,
sugere-se as seguintes referéncias: (Galeao e do Carmo, 1988; do Carmo e Galedo,
1991; Almeida e Galedao, 1996; Galeao et al., 2004; Lube e Rapin, 2006; John e
Knobloch, 2007). Anélises numéricas do método CAU podem ser encontradas em
(Shih e Elman, 2000; Knopp et al., 2002; Galedo et al., 2004; Lube e Rapin, 2006),
onde sao obtidas taxas de convergéncia similares as do SUPG. Segundo (Knopp
et al., 2002; Lube e Rapin, 2006), a unicidade de solucao para a classe de métodos
de captura de descontinuidades, da qual faz parte o CAU, ainda é um problema

em aberto.

2.7 Métodos Multiescala

Na simulagdo numérica de varios problemas, existem efeitos fisicos que
ocorrem nas escalas menores do que as representadas pela malha computacional
que tem forte impacto nas grandes escalas. Recentemente tem havido certo
consenso em se atribuir o aparecimento de instabilidades numéricas a incapacidade

do modelo discreto em representar a fenomenologia modelada (Margolin e Rider,
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2005; Heitmann, 2007; Adams, 2002; Weinam e Engquist, 2003; Guermond et al.,
2004b). Isto baseia-se no fato de que, essencialmente, todos os processos fisicos
sao dissipativos, incluindo o escoamento de fluidos, e que, em muitos casos de
interesse, os comprimentos da escala nos quais a energia é dissipada sao bastantes
inferiores ao resolvido por uma simulagao numérica. Isto entretanto nao significa
que este processo deva ser ignorado (Brezzi e Marini, 2002b). Pelo contrério, em
simulagoes numéricas onde a dissipacao nao esta presente de alguma forma no
algoritmo numérico, a energia nao dissipada simplesmente se acumula nas menores
escalas resolvidas, produzindo oscilagoes espurias, as chamadas instabilidades.
Argumento andlogo vem sendo usado ha bastante tempo para justificar a simulagao
de grandes escalas (Large Eddy Simulation - LES) de fenomenos turbulentos, na
qual uma dissipacao adicional é inserida de modo a modelar os efeitos submalha
nao resolvidos (Margolin e Rider, 2005).

Os métodos multiescala tornaram-se mais populares nos ultimos dez anos
pela necessidade de tratar problemas que envolvem miultiplas escalas ativas e
multiplas fisicas. Sob o ponto de vista de multiplas escalas, ou multiescala, os
métodos estabilizados de elementos finitos, por exemplo, podem ser entendidos
como técnicas que capturam na solugao a variabilidade da micro escala (submalha).
A formulagao variacional multiescala apresentada em (Hughes, 1995) pode ser
considerada um marco para este entendimento e orientou novas direcoes de
pesquisa. A idéia principal destes métodos é decompor a variavel de interesse (e a
fungao peso) em duas partes: a primeira representada pela discretizacao utilizada
(macro escala - escala resolvida) e a segunda relacionada as escalas menores,
submalhas (micro escala - escala nao resolvida). Tal decomposigao permite dividir
a formulacao fraca do problema em dois sub-problemas: um para a macro escala e
outro para a micro escala. Os efeitos nao-locais da micro escala sao incorporados
na macro escala resultando em um problema enriquecido para as escalas resolvidas,
que ¢ entao solucionado numericamente. Esta nova metodologia variacional

permite uma interpretacgao fisica dos métodos estabilizados, que podem ser vistos
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como técnicas que capturam a variabilidade da micro escala na solugao. Neste caso,
a influéncia das escalas submalhas nas escalas resolvidas nao é desprezada, e, como
consequeéncia, o comportamento oscilatéorio do método de Galerkin é drasticamente
reduzido e confinado a uma pequena regiao préxima a elevados gradientes (Juanes,
2003). Vérios métodos variacionais para problemas que exibem comportamento
multiescala tém sido desenvolvidos nos ultimos anos. Exemplos destes métodos
sao: RFB (Residual-Free Bubbles) (Brezzi e Russo, 1994; Brezzi et al., 1997; Franca
et al., 1998; Brezzi et al., 2000; Brezzi e Marini, 2002b; Brezzi et al., 2003; Franca
et al., 2006; Cangiani, 2004; Gravemeier, 2003), VMS (Variational Multiscale)
(Hughes, 1995; Hughes et al., 2004; Hauke e Garcia-Olivares, 2001; Calo, 2004;
Scovazzi, 2004; Gravemeier, 2003), MFEM (Multiscale Finite Element Method)
(Hou e Wu, 1997; Tang et al., 2006) e SGS (Subgrid Stabilization) (Guermond, 1999;
Brezzi et al., 2000; Guermond, 2001; Layton, 2002; Kaya e Layton, 2003; Heitmann,
2003; Guermond et al., 2004a; Kaya, 2004; John e Kaya, 2005; Guermond et al.,
2006; John et al., 2006; Heitmann, 2007).

O método VMS introduzido por Hughes (1995) fornece o suporte tedrico
para a construcao dos modelos submalhas em geral. Este método é baseado na

decomposicao da solugao u € X na forma

u=uy + v, (2.35)

onde u;, é a componente macro, que pode ser resolvida pela malha de elementos
finitos considerada, e v’ é a componente micro, que é resolvida, de preferéncia,
de forma analitica. Note que a solucao associada a micro escala, u/, na verdade
representa o erro, u — uy, da componente associada a macro escala. A solugao para
u' pode ser obtida pelo método das funcoes de Green.

A decomposicao aditiva da solucao, u = uy,+u', e da fungao peso, v = v, +/,

é acompanhada pela correspondente decomposi¢ao do espago de aproximacao:

X=X,8X (2.36)
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onde X}, é um subespaco de dimensao finita (subespago macro) e X’ é um subespaco
de dimensao infinita (subespago micro). Para o problema de conveccao-difusao-

reagao, a forma variacional (2.12) resulta em

B(uh_'_u/vvh_'_vl) = (f,Uh—l—U/),

que, devido a independéncia linear de vy, e v’, é decomposta em dois problemas:

B(uh, Uh) -+ B(u', Uh) = (f, Uh), Y, € Xh, (237)

associado as escalas resolvidas e

B(up,v') + B, v") = (f,2), Yo' e X' (2.38)

associado as escalas nao resolvidas.

O problema (2.37) é de dimensao finita, enquanto que (2.38) é de dimensao
infinita. O objetivo, entao, é resolver analiticamente o problema (2.38) como uma
funcao da solucao macro u;,. Consequentemente, esta solucao ', em funcao de wuy,
é substituida em (2.37) para obter uma equacao para u,. A técnica das fungoes de
Green ¢é apropriada em alguns problemas para a obtencao da solucao u’. Contudo,
as funcgoes de Green pertencem a um subespaco de dimensao infinita e sao nao-
locais. E, entao, usual impor v/ = 0 ao longo das arestas dos elementos da malha de
elementos finitos para localizar o problema (2.38), associado as escalas pequenas,
no interior dos elementos.

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema (2.38) é

ML(w) = —I1[L(uy) — f], em Tj;
(2.39)

u' =0, em Iy,

onde IT é a projecao L? em X’. Note que este problema para ' é controlado

pelo residuo da solu¢ao macro uy. A solugao do problema (2.39) pelo método das
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fungoes de Green (ver Hughes (1995); Brezzi et al. (1997); Hughes et al. (2004))

resulta em

d(y) = / o2, 9) (L(un) — f) (2)d%, (2.40)

onde g(z,y) representa a funcao de Green. A equagao (2.40) pode também ser

representada por

u' = M [L(up) — f], (2.41)

onde M : L*(T},) — HJ(T},) é um operador linear limitado. Observe agora que

B, op) = Y (L), o), = > (0, L7 (o)), (2.42)

TLeTy, TLeT),

A aproximagao (2.41) é substituida em (2.42), que é utilizada para escrever o

problema na macro escala (2.37) na forma dos métodos estabilizados:

Blup,vn) + > (M [L(up) = f1, £ (vn))z, = (f,0n)- (2.43)

TheT)

J

-
efeito da micro-escala

Note que esta equagao corresponde a forma estabilizada padrao (2.21)-(2.22).
Escolhendo M = —7I, o método VMS (Variational Multiscale) coincide com o
USFEM (Unusual Finite Element Method).

Outros métodos multiescala utilizados no contexto da equagao de convecgao-
difusdo-reacao sao RFB (Residual-Free Bubbles) e SGS (Subgrid Stabilization).
Existe uma equivaléncia entre os métodos multiescala VMS, RFB e SGS.
Para maiores detalhes sobre a relacao entre os métodos VMS e RFB sugere-
se a referéncia (Brezzi et al., 1997) e para uma equivaléncia entre o VMS
(e consequentemente o RFB) e o SGS sugere-se (Brezzi et al., 2000). Uma
interpretacao do método SUPG no contexto multiescala pode ser encontrada em
(Brezzi et al., 1997). O método SGS (Guermond, 1999, 2001) é descrito em detalhes

no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Métodos Lineares de Estabilizacao

Submalha

Neste capitulo é apresentado o método linear de estabilizagao submalha
SGS (Subgrid Stabilization), também conhecido como método de viscosidade ou
difusao artificial submalha. Este método foi desenvolvido por Jean-Luc Guermond
(Guermond, 1999, 2001; Ern e Guermond, 2004) e generalizado por Willlian J.
Layton no contexto dos métodos mistos (Layton, 2002). Inicialmente o método é
apresentado para EDPs de primeira ordem. Em seguida, é estendido para EDPs de
segunda ordem, abrangendo, desta forma, a equacao de conveccao-difusao-reacao.
Na secao seguinte, uma correspondéncia entre o método SGS e os métodos mistos
¢é apresentada. Na ultima secao, sao descritos alguns experimentos numéricos,

mostrando o comportamento do método SGS.

3.1 Método Linear de Estabilizacao Submalha - SGS

O método SGS envolve uma decomposicao multiescala do espago de
aproximacao e um termo de viscosidade artificial parametrizado é adicionado
somente na micro escala. Esta metodologia foi desenvolvida por Guermond
(Guermond, 1999, 2001) e generalizada por Layton no contexto dos métodos mistos
(Layton, 2002).

A idéia bésica do método SGS (Guermond et al., 2006) consiste em:
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1 - decompor o espago de aproximagao X, em escalas resolvidas (espago Xpg)
e escalas nao resolvidas (submalha) (espaco X)) de forma que a condigao
inf-sup discreta, a ser definida posteriormente (ver (3.15) ou (3.21)), seja

satisfeita uniformemente com respeito a esta decomposicao;

2 - adicionar ao método de Galerkin um termo representando uma viscosidade

artificial agindo somente nas escalas nao resolvidas.

O método foi desenvolvido, a principio, para aproximar EDPs de primeira
ordem, como a equacao de conveccao-reacao. Esses problemas, caracterizam-se
por sé possuirem, em geral, propriedades de coercividade em L?. Posteriormente,
o método foi estendido as EDPs de segunda ordem, abrangendo desta forma, a
equagao de conveccao-difusao-reacao, tema de estudo desta tese. Detalhes da
concepcao do método, extraidos de (Guermond, 1999, 2001; Ern e Guermond,

2004; Guermond et al., 2004a, 2006), sao apresentados a seguir.

3.1.1 Equacoes Diferenciais Parciais de Primeira Ordem

Inicialmente, o método SGS é apresentado no contexto das Equagoes
Diferenciais Parciais - (EDPs) de primeira ordem. Para isso, seja L um espago
de Hilbert e V um subespaco continuamente imerso e denso em L. Introduz-se
uma forma bilinear continua a € L(V x L;R) e assuma que a(-,-) é monétona; ou
seja,

a(u,u) >0, ueV. (3.1)

A parte simétrica as : V x V — R de a é dada por
1
as(u,v) = i(a(u,v) +a(v,u)), Y(u,v) €V xV. (3.2)

Observe que as(u,u) = a(u,u) > 0, VYu € V. Isto implica que a4(+,-) é uma
forma bilinear monoétona simétrica. Uma propriedade importante que as formas

bilineares mondtonas e simétricas possuem é dada no Lema 3.1.1, a seguir.
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Lema 3.1.1. Seja E um espaco vetorial e b : E X E — R uma forma bilinear

mondtona simétrica; entao

b(u,v) < v/b(u,v)\/b(v,u), Y(u,v) € E x E.

U
E assumido também que a forma bilinear a(-,-) satisfaga as hipdteses do

Teorema BNB 2.1.1. Entao, dado f € L, o problema

Achar u € V tal que

a(u,v) = (f,v)y, YveL,

é bem-posto.

Definindo o operador A : V — L de forma que a(u,v) =
(Au,v)p, V(u,v) €V x L, implica que A é um isomorfismo, ou seja, o problema
forte associado a A é bem-posto (Ern e Guermond, 2004). Quando A é um operador
diferencial de primeira ordem, o problema (3.3) é essencialmente um problema de
Petrov-Galerkin; isto é, os espacos de fungoes admissiveis e peso sao diferentes.
Para exemplificar, considere a equacao de conveccao-reacao, dada no préximo

exemplo.

Exemplo 3.1.1. Equacao de Convecgcao-Reacao

Considere o problema de conveccao-reagao:

B-Vu+ou=f em¢Q,
(3.4)

u‘r; == 0,

com B € R? representando o campo de velocidades e o € R o coeficiente de reacao.
Assume-se que B € [L*(Q)]?, V-B € L*(Q),0 € L*(Q) e_ =T —-T,.

Define-se o espaco
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V={vel*Q);B -Vve L*(Q)} c L*Q).

Munido com a norma ||v|v = ||v|]lo + I8 - Vullo, V € um espago de Hilbert.

Assumindo que existe oy > 0 tal que

1
O’—§V-,620’0>0, q.s. em €2;

define-se
Vo={veV;ulr =0}

Entao, o problema

Achar u € Vj tal que
(3.5)

a(u,v) = (B Vu+ou,v) = (f,v), Yve L*(Q).

satisfaz as hipdteses do Teorema BNB, e consequentemente (3.5) é um problema

bem-posto.

Considere agora a versao aproximada do problema continuo (3.3):

Achar u, € V,, C V tal que
(3.6)

a(uh, Uh) = (f, Uh)La Yu, € Ly, C L.

Este problema discreto é bem-posto se as hipdteses da Proposi¢ao 3.1.1 (ver (Ern

e Guermond, 2004)) apresentada a seguir, sao satisfeitas:

Proposicao 3.1.1. Assume-se que dimV;, = dimLy, e

a(up, vp)

den >0, Vup € Vi apllunllv < sup,,er, ol
L

Entao, o problema discreto (3.6) é bem-posto e
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1
[unllv < —I £z
Ch

Para apresentar o método SGS, considere um problema modelado por uma
equagao diferencial de primeira ordem, a ser aproximado pelo método de elementos
finitos de Galerkin. Para isso, assume-se que Xy = Vg = Ly C V, onde H
representa o comprimento caracteristico da malha. A condi¢ao inf-sup discreta

inqueXHsuvaeXHM >«
lurlvilvelle
para EDPs de primeira ordem nao é satisfeita uniformemente em relagao a H,
em geral. Como consequéncia, a solucao aproximada pelo método de Galerkin
pode apresentar oscilagoes espurias. Isto significa que usar o método de Galerkin
para este tipo de problema nao é uma boa escolha. Uma alternativa plausivel é

aumentar o espaco das fungdes peso. De fato, como a forma bilinear a(-, -) satisfaz

as hipoteses do Teorema 2.1.1, entao

. a(um,v)
in uHEXHSqueLm B

é satisfeita uniformemente em relacao a H. Esta estimativa sugere que, fixando o
espaco de aproximacao Xy, existe entre Xy e L uma colecao de espagos de fungoes
peso para a qual a versao discreta da condicao inf-sup é satisfeita uniformemente.
Assume-se, entao, que é possivel exibir um espaco de dimensao finita X, tal que

XHthCLe

a(ug,vy)

3.7
anllvTonlz = (3.7

Je >0, inf,,ex,sup,, cy,

é satisfeita uniformemente em relacao a h. Agora, considere a aproximacao de
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Petrov Galerkin:

Achar uy € Xy tal que
(3.8)

CL(UH,Uh) = (f, Uh)La Yo, € Xp.

Claramente, se este problema tem solucao, (3.7) assegura que esta solucao é
uniformemente estavel com respeito a H e h. Mas Xy C X}, implicando que
dimX;, > dimXyg. Consequentemente, a Proposi¢ao 3.1.1 nao pode ser usada. Se,
para evitar o problema da dimensao, for assumido que X, = Xy, entdao (3.7) ndo
pode ser satisfeita, retornando a dificuldade original.

Neste ponto, sabe-se que a hipdtese (3.7) resulta em um controle sobre
|ug||y, mas a formulacdo de Galerkin em X, nao controla |juy||y. Isso implica
que um controle a priori sobre ||up — ug||y estd faltando. Uma forma simples
de controlar essa quantidade é adicionar uma viscosidade artificial somente em
Up — Up.

Assume-se, entao, a existéncia de um familia de subespacos de dimensao

finita {Xp, X5} {mny, satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) Xu & Xp CV;
(ii) Existe um subespago discreto X7 C V tal que a seguinte decomposigao

em soma direta se verifica:

X, =Xypo X/ (3.9)

e o operador projecao Py, : X; — Xy induzido por essa decomposigao é

estavel em L, isto é,

de > 0,Vo, € Xi, || Pxyunlle < cllvnllc- (3.10)

Para todo v, € X, tem-se vy = Px,vn e vl = (I — Px,)vp.

Denota-se por Xp o espago das escalas resolvidas (macro) e por X2 o
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(iii)

espaco das escalas nao resolvidas (micro ou submalha). O operador Py,
funciona como um filtro que remove as oscilagoes da solugao aproximada

vy, localizadas no espago X/

Estimativa inversa em Xj:

dec > 0, Vo, € Xy, lonlly < eH | onllz. (3.11)

Se X, e Xy sao espacos de elementos finitos construidos sobre malhas
quase-uniformes de comprimentos caracteristicos h e H, respectivamente,
entao esta propriedade é valida se h e H forem de mesma ordem, isto é,
cith < H < coh. Nas aplicagoes do método, utiliza-se, geralmente, H = 2h

ou H = h;

Propriedade de aproximacgao sobre Xp: Existem um subespaco W denso

em V', constantes k > 0, ¢ > 0 e wy € Xy tais que

Yue W, |u—wylr+ Hl|u—wylv < cH || (3.12)

Existe uma forma bilinear b,(-,-) : XH x X} — R (operador
de estabilizacdo submalha) satisfazendo as seguintes propriedades de

continuidade e coercividade: 3 ¢g, ¢, > 0 tais que

bn (! v) < e H ||y [[o]| v llo,
vul v € X[ (3.13)

bu(vi!, vfl) > e HI[vfl |2,

onde a norma || - || é tal que: existem ¢; > 0 e ¢ > 0 tais que

Vo, € X5 alloyllv < lloylle < exHH|vy |z (3.14)
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(vi) Condicao inf-sup discreta: Existe ¢, > 0, tal que

callvally < sup a(va, on)

. 3.15
S leallz (3.15)

As condigbes (i)-(vi) estabelecidas originam o método de estabilizacao
submalha SGS. A hipétese (3.15) é o cerne desta metodologia, sendo importante
para estabelecer estimativas oOtimas para o problema. Vale ressaltar, que as
condigoes anteriores sao satisfeitas para algumas discretizacoes de elementos finitos.
Ver (Guermond, 1999) para maiores detalhes.

Entao, o método de estabilizagao submalha linear - SGS (Guermond, 1999,

2001) é dado por:

Achar uy, € X}, tal que
(3.16)

a(uh,vh) + bh(uhH, U}Il{) = (f, Uh)La Y, € Xp.

Existem muitas possibilidades para se construir a forma bilinear by (-, ) que
atenda a hipétese (v). Por exemplo, denotando por (-, )y o produto interno em
V', uma simples escolha para by, é by(ull vf') = H(ull ,v[")y, que imediatamente
implica || - ||, = || - |- Para o problema de convecgao-reacao do Exemplo 3.1.1,

esta escolha resulta em
b (uf 0"y = H(B - Vuy +oujl, B- Vol +ovfl).

Outras possibilidades para by (-, ) podem ser encontradas em (Ern e Guermond,

2004).

Observacao 3.1.1. Introduzindo a notagao

ah(uh7 Uh) = a(uhu Uh) + bh(uhH? UFIL{)a
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tem-se que

Yo, € Xp,  ap(up,vn) = alu,vp);

Vo, € Xy, Yug € Xy, ap(ug,vn) = alug,vp).

A primeira igualdade é obtida subtraindo (3.16) de (3.3). A segunda
desigualdade resulta do fato que uy nao possui escalas submalhas.

A forma ay(-,-) € definida somente no espago discreto X, x X,. Dessa forma,
a expressao ap(u,vy) nao tem sentido parau € V e u ¢ Xy, poisu nao tem a priori

nenhuma decomposicio em Xp ® X1

O problema (3.16) tem solucao tnica (Guermond, 1999). Um resultado de

convergencia ¢ dado pelo seguinte teorema :
Teorema 3.1.1. Se u, a solug¢io de (3.3), esta em W, a solu¢ao aprorimada uy,

de (3.16) satisfaz

as(u — up,u—up)? < cHM2 |y (3.17)

[ — wnlly + [luf s < cHF|Juflw.
]

Observagao 3.1.2. Note que a taza de convergéncia (3.17) € dtima na norma de
V. Por outro lado, se as(-,-) é L—coerciva, (3.17) nao € dtima na norma de L:

um fator de H'/? estd faltando.

No caso do problema de convecgao-reacao (Exemplo 3.1.1), tem-se

o - Mle =1 os

o [-lv=VI-B+18-VOI;

o a,(u,u) = ((0 — 3V - Blu,u) > oollull3, ou seja, as(-,-) ¢ L*(2)-coerciva.
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Como oy > 0, obtém-se a seguinte estimativa em L*(Q):

lu = unllo < cH* 2 ufljs1. (3.18)

Em V, a estimativa é dada por

lu = unlly < cH*|luflsn. (3.19)

3.1.1.1 Refinamento das Hipdteses

Frequentemente o operador A, associado a uma EDP de primeira ordem,
pode ser decomposto em A = Ay + A; onde Ay é o operador de ordem zero e Ay
é o operador diferencial de primeira ordem. Para o operador de convecgao-reacao
considerado no Exemplo 3.1.1, tem-se Aqu = ou e Aju =3 - Vu.

Associada a decomposicao do operador A, considere a decomposicao a =
ag + a; onde ag(u,v) = (Agu,v)p e ay(u,v) = (Aju,v)r. As seguintes hipdteses

sao estabelecidas:

1. Existe uma seminorma em V| denotada por |- |, tal que Y(u,v) € V x L

IN

lullv < e(as(u, ) + July);

ao(u,v) < coas(u, u) 2| L; (3.20)
ar(u,v) < aluly|v]z.

2. A hipdtese (3.15) é substituida pela seguinte condigao mais fraca: 3 ¢, >

0,cs > 0, independentes de H e h, tais que

ai(u
Vup € Xy, cCalugly < sup w

+ c(sas(uh,uh)l/Q. (3.21)
PhEXH ||90hH0

A razao para o enfraquecimento da hipétese (3.15) é que (3.21),

usualmente, é mais simples de ser verificada.
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3. A definigao da forma bilinear by(+,-) também é enfraquecida da seguinte

maneira: existe uma seminorma | - |, tal que V(uf,vf) € X x X[,

cerluy lv <yl < ceaH [l 2, (3.22)

de modo que

IN

b (u, v3,) cpH |ug) o]y |o; (3.23)

bn(ui u’) > epHlul'l} (3.24)

O enfraquecimento destas hipoteses do método SGS nao afetam as taxas de

convergéncia apresentadas em (3.17).

Proposicao 3.1.2. Usando as hipdteses (3.10), (3.11), (3.12), (3.20), (3.21) e
(5.23), se a solu¢ao para (3.3) esta em W entdao a solu¢io de (3.16) satisfaz a

estimativa (3.17).

3.1.1.2 Escolha do Operador Submalha

O relaxamento de algumas hipdteses do método SGS, apresentado na se¢ao
anterior, conduz a uma simplificagdo na escolha do operador submalha by(-,-).

Para a equacao de conveccao-reagao (Exemplo 3.1.1), assumindo que
1
0—§V-6200>0,

a forma bilinear a(-,-) associada é L*(Q)—coerciva. Consequentemente, adotando

lulll, = ||[Vull||lo, pode-se usar a seguinte defini¢ao para a forma bilinear by, (-, -):

Y(ui , vih) € X < X[, b (uil vl = e, H(Vuf , Vo). (3.25)
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Se, alternativamente, adota-se |ull], = ||3 - Vull||o, tem-se

V(ul  vi) e XH x X2, br(ul vf) =, H(B - Vull, B - Vo), (3.26)

onde ¢, é uma constante positiva. Deve-se observar os diferentes efeitos advindos
das escolhas anteriores: enquanto (3.25) atua de forma isotrépica, (3.26) atua

direcionalmente.

Observacao 3.1.3. Os métodos nao-lineares desenvolvidos nesta tese, assim como

todos os experimentos realizados com o método SGS, utilizam o operador isotropico

submalha (3.25).

3.1.2 Equacgoes Diferenciais Parciais de Segunda Ordem

O método SGS apresentado na segao anterior foi idealizado sob medida
para problemas onde A é um operador diferencial de primeira ordem. Como
exemplo, destaca-se a equacao de conveccao-reacao. A equacao de conveccao-
difusao-reacao, expressa da forma Bu = Au + eﬁu, onde A é um operador de
primeira ordem e D éum operador de segunda ordem, pode ser tratada como uma
pertubacao do caso anterior. Como A é positivo, o operador B é coercivo, sendo €
a constante de coercividade. Se € é da ordem de 1, o problema Bu = f pode ser
facilmente aproximado pelo método de Galerkin. Por outro lado, se € é pequeno,
a coercividade nao é forte o bastante para garantir estabilidade do método de
Galerkin. De fato, B~ A quando € — 0.

Mostra-se em (Guermond, 2001; Ern e Guermond, 2004) que o método
SGS apresentado na Secao 3.1.1 pode ser estendido para equacoes diferenciais de
segunda ordem, com estimativas 6timas de convergéncia. Para clarear a exposicao,
repete-se aqui alguns detalhes desta extensao.

Sejam a(-,-), V e L definidos como na Secao 3.1.1. Além disso, introduz-se

um novo espago de Hilbert X e assume-se que X C V' com imersao continua e
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densa. Define-se d € L(X x X;R) e assume-se que a forma bilinear a + d é X —
coerciva, isto é,

a(u, u) + d(u,u) > Jlull%.

Para 0 < e <1e f € L, considere o seguinte problema:

Achar u € X tal que
(3.27)

a(u,v) + ed(u,v) = (f,v), YveX.

Para determinar uma solu¢ao aproximada do problema (3.27), considere
Xu G X, C X satisfazendo as hipéteses (3.10), (3.11), (3.12), (3.20), (3.21) e

(3.23). Assume-se também que existe ¢, independente de h e H, tal que

\V/'Uh € Xh, ||Uh||X < CH_1||'Uh||L. (328)

Esta hipdtese significa que X e V' sao dominios de operadores diferenciais de mesma

ordem. O problema discreto associado - método SGS - é dado por:

Achar u, € X}, tal que
(3.29)

a(up, vn) + ed(up, vp) + by (u ol = (f,on)n, Vo, € X

Uma estimativa de erro a priori para esse problema é estabelecida no seguinte

teorema:

Teorema 3.1.2. Para u € W e usando as hipdtese (3.10), (3.11), (3.12), (3.20),
(3.21), (3.23) e (3.28), a solugao aprozimada uy, do problema (3.29) satisfaz

as(u — up,u — up) % 4+ 2 u — upl|x < c(HMY2 + 2HF)||ullw; (330)

lu = unllv < cHlullw.

Para um problema de conveccao-difusao-reacao, tem-se:
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a(u,v) = (B Vu+ ou,v);
e d(u,v) = (Vu, Vo),

. X = HY(Q);

V={vel*0);8 -Vve L*Q);vlr. =0}

L=I*Q).

A estimativa de erro a priori (3.30) para a equagao de conveccao-difusao-

reagao resulta em

1 1
lu—unllo + Vellu —unlli < e(H* 2 + €2 H")|Jul|sa; (3.31)

lu—unllo + 118 V(u—wup)llo < cH|ullpsr. (3.32)

Estas estimativas sao semelhantes as obtidas com os métodos estabilizados,
como o SUPG. Um aspecto importante é que a estimativa (3.32) nao depende do
coeficiente de difusao €, como ocorre com o SUPG.

3.1.3 Cenarios de Discretizagao

Nesta secao sao descritos dois cenarios de elementos finitos que satisfazem
as hipoteses do método SGS. Assume-se entao que 7y = {1y} é uma triangulagao
regular do dominio Q C R?, com d = 2. O triangulo de referéncia é denotado por
Te Fyg : Ty — T é um aplicagao bijetiva de Ty em T.

3.1.3.1 Interpolagao Polinomial Linear 4+ Bolha

Neste caso, para a construcao de uma aproximacao polinomial linear Py, é

definido o seguinte espago:

Xg = {um € [Ho(Q))" | umy, € P1(Tw)]?, VTu € Tu}. (3.33)
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Para construir o espaco submalha (micro) X/, considera-se Ve H} (f ) com 0 <
QZ < 1 QZ ¢ denominada funcao bolha. Esta é uma funcao polinomial que se
anula no contorno do elemento (Figura 3.1). Denotando v, = QZ)\(F 1), define-se

X (Ty) = [span(yy,)]? para todo Ty € Ty e o espago X é dado por:
Xi'= @ Xi(Tn). (3.34)

Tomando X}, = Xg @& X}/, o par {X}, Xz} é denominado cenério de aproximacio

Py /bolha (ver Figura 3.2).

Figura 3.1: Funcao bolha cubica.

3.1.3.2 Interpolacao Polinomial Linear em Dois Niveis

O cendrio de aproximagao IP; /bolha descrito anteriormente nao é hierarquico,
pois os espagos Xy e X/ sdo definidos sobre a mesma malha, isto é, h = H.
Uma abordagem alternativa é usar um cenario hierarquico de dois niveis, conforme
descrito a seguir.

Segundo Brezzi e Marini (2002a), métodos de dois niveis tém sido utilizados
em uma variedade de aplicagoes, principalmente em formulacoes de elementos
finitos estabilizados para problemas de convec¢ao dominante. Baseado na hipotese
de existéncia dos espacos de dimensdo finita Xz e X/, considere uma particao
triangular 7y = {Ty} do dominio €2, onde H denota o comprimento caracteristico
da malha. Para cada triangulo (macro) Ty € Ty, quatro sub-triangulos sao criados

conectando os pontos médios de suas arestas. Fazendo h = H/2, obtém-se uma

47



(@]
[ XH
o X

Figura 3.2: Representacao do cendrio IP; /bolha. Espago macro Xy (e,dof). Espago
micro X{ (o,dof) (Guermond, 1999).

nova triangulagao 7, = {7} } mais refinada do dominio €.
Uma aproximagao de elementos finitos lineares por partes de dois niveis é

introduzida através da definicao dos seguintes espacos:

Xg = {ug € [H' Q) | uny,, € Pi(T)l?, YTu € Tu};  (3.35)
Xn = {un € [H' Q] | wny, € PUTH)])Y, VTh € T} (3.36)

Xit = Afuf € [HY(Q)" | wpny,, € PY]Y, YTy € Ty}, (3.37)

onde PM representa o espaco das funcdes polinomiais lineares por partes em cada
sub-triangulo de Ty e que se anulam nos trés vértices de Ty. Uma representagao
das fungoes de forma associadas a um vértice da malha 7y, para o cenario IP; / dois-
niveis, ¢ mostrada na Figura 3.3 (extraida de Guermond et al. (2006)). O par
{Xh, Xy} é denominado cenario de aproximagao Py /dois-niveis (ver Figura 3.4).
Um representagao da acao do operador (filtro) Px,, : X, — Xy sobre um elemento

macro Ty € 7y é mostrada na Figura 3.5.

Observagao 3.1.4. Utiliza-se nesta tese as nomenclaturas SGS-Py /bolha e SGS-
P, /dois-niveis para designar o método SGS usando os respectivos cendrios de

discretizacao.
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Observagao 3.1.5. No cendrio Py /bolha, o uso de fungoes bolhas para aprozimar
a micro escala ndo permite que a solu¢io nao resolvida uf! (“flutuagoes”) se mova
através das fronteiras dos elementos pelo fato da fun¢ao bolha se anular no contorno
de cada elemento Ty € Ty. Essa restricao implica que as flutuagoes sao quase-
estaciondrias para o cendrio Py /bolha (Kaya e Layton, 2003). No cendrio Py /dois-

niveis, as flutuacoes se anulam apenas nos vértices do elemento Ty .

Figura 3.3: Funcoes de formas associadas & um vértice da malha 7z: vy € Xp (cinza),
vy, € X, (azul) e vl € XH (vermelho). Figura extraida de (Guermond et al., 2006).

3.1.3.3 Parametro de Estabilizacao

Nos métodos estabilizados, em geral, o parametro de estabilizacao 7 em
(2.22) é uma funcao nao trivial de h e €; no método SGS, o parametro ¢, presente
na definicdo de by(+,-) em (3.25) e (3.26) nao depende de e. Este é um aspecto
interessante quando o método SGS é usado para resolver problemas nao-lineares ou
problemas vetoriais com matrizes de difusao anisotrépicas (Ern e Guermond, 2004).
Na concepgao e andlise do método nao é enfatizada a determinacao do coeficiente
¢p, mas a qualidade da solugao aproximada é fortemente dependente da sua escolha
adequada, como pode ser observado nos exemplos numéricos apresentados na Se¢ao
3.3. Em (Brezzi et al., 2000) é proposto um algoritmo para determinar ¢,, para

problemas de conveccao-difusao, baseado na relagao entre o método SGS-P; /bolha,
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m Xy

Figura 3.4: Representacao do cendrio Py /dois-niveis. Esquerda: espago macro
Xy (B dof); Centro: quatro triangulos de X, gerados a partir do triagulo macro
(e,dof). Direita: espago micro X! (o,dof) (Guermond et al., 2006).

usando o operador submalha (3.25) e métodos estabilizados similares ao SUPG.
Embora projetado para uma escolha particular do espaco submalha X/ (espaco de
fungoes bolhas), o algoritmo utiliza a priori informagoes sobre o problema. Outra
proposta é apresentada em Heitmann (2003, 2007) para problemas transientes. Em
geral, o critério para a escolha do parametro ¢, tem sido baseado numa estratégia
de tentativa e erro (Guermond et al., 2006). A seguir, define-se a faiza de varia¢ao

otima de ¢, utilizada no decorrer desta se¢cao e na Secao 3.3.

Defini¢ao 3.1.1. (Faixza de wvariagcdo otima de c,). Seja ¢; o parametro
associado a melhor solu¢ao aprorimada do problema, obtida por um determinado
método numérico. Define-se a faira de varia¢ao otima de ¢, como o intervalo real
V(ep,0) = (¢ — 0,¢c; +0) de centro ¢ e raio 0 € R, formado por valores de c,

associados as solucoes aprorimadas proximas da melhor solucao.

O

Quando ¢, = 0, o modelo SGS-P;/bolha torna-se um método enriquecido

com fungoes bolhas. Neste caso, como pode ser visto no Exemplo 1, na Secao
3.3, a solucao aproximada é bastante difusiva, uma vez que essa bolha nao utiliza

nenhuma informagao do problema original, como ocorre no método multiescala
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Figura 3.5: Definigao de Py, para o cendrio IPy/dois-niveis (Guermond et al.,
2004a).

V2

RFB. A medida que ¢, cresce até um valor apropriado, digamos ¢;, a qualidade
da solugao melhora substancialmente, recuperando em alguns problemas a solugao
adequada. Quando ¢, cresce a partir de ¢;, a solucao comega a se deteriorar,
apresentando oscilacoes espurias. Este comportamento pode ser analisado de forma
mais clara, quando o método SGS-IP; /bolha é comparado com o método SUPG, no
contexto da equacao de convecgao-difusao. De fato, é mostrado em (Brezzi et al.,
2000) que o SGS-P; /bolha coincide com o SUPG, com o parametro de estabilizagao

dado por:

B 1 (fT;L b(x, y)dQ) ’
" meas(Ty) (e + ah) [y, |Vb(a,y)2dQ

onde b(x,y) é a funcdo bolha. Isso implica que se € é muito pequeno e ¢, = 0, entao
7 > 0 e, consequentemente, uma quantidade alta de difusao extra é adicionada
ao modelo. Por outro lado, se ¢, — oo entdao 7 — 0 e 0o método SGS—P; /bolha
recupera o Galerkin. Nos experimentos numéricos realizados, foi verificado que a
faixa de variacdo otima V(c;,0) para ¢, é bem préxima de zero para o método
SGS-Py /bolha.

O comportamento do método SGS-P;/dois-niveis é diferente. Quando

¢, = 0, o método de Galerkin é recuperado. A medida que o valor de ¢
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cresce, as oscilagoes espurias provenientes do método de Galerkin diminuem
substancialmente, até que uma solucao adequada seja obtida, isto é, quando
¢, = ¢;. Note que as oscilagoes espirias presentes na solugao u sao amenizadas ou
excluidas da solucao uy = Px,u,. Quando ¢, cresce a partir de ¢, a solugao uy,
novamente apresenta um comportamento oscilatério. Nos experimentos numéricos
realizados, foi verificado que o ¢; do método SGS-P, /dois-niveis, em geral, é maior
do que o ¢ associado ao método SGS-P;/bolha. Isso pode ser observado nos
exemplos apresentados na Secao 3.3.

A idéia de estabilizacao submalha foi subsequentemente reinterpretada em
(Layton, 2002) para problemas de convecgao-difusao-reacao e em (John e Kaya,
2005) para modelagem em turbuléncia, em ambos os casos usando um método
misto com variaveis auxiliares. Na proxima secao o método SGS é apresentado no

contexto dos métodos mistos.

3.2 Estabilizacao Submalha e Métodos Mistos

O método SGS desenvolvido em (Guermond, 1999, 2001) pode ser reescrito
no contexto dos métodos mistos, através da utilizacao de novas varidveis. A
correspondéncia entre as duas classes de formulacoes é claramente observada para
escolhas apropriadas dos espacos da formulacao mista (Layton, 2002; John e
Kaya, 2005). Nesta situacao e sob a dtica de um método misto mostra-se que
a estabilizagao SGS é consistente.

A seguir, serd apresentada a correspondéncia entre o método SGS e uma
formulacao mista, conforme extraida de (Layton, 2002). Apesar das diferengas
que serao apontadas, esta sintese demonstra que nao existe nenhuma relevante
incompatibilidade entre as duas formulagoes, podendo promover desenvolvimentos
futuros nestas duas classes de métodos. Isto foi, por exemplo, o que aconteceu
com os métodos estabilizados quando vistos sob a abordagem mais abrangente dos
métodos variacionais multiescala (Hughes, 1995).

Assim, para estabelecer a conexao entre a modelagem submalha e os métodos
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mistos, considere a formulacao cldssica do problema (2.12) reescrita da seguinte

forma: encontrar u € X tal que

(e + a)(Vu, Vv) — a(Vu, Vo) + a(u,v) = (f,v), Yve X, (3.38)

onde a = a(h) > 0. Introduzindo-se novas variaveis I e g = Vu € L = [L*(Q)]4, a

formulagao anterior pode ser reescrita na seguinte forma equivalente: achar (u,q) €

(X, L) tais que

(e+ a)(Vu,Vv) —alq, Vv) +a(u,v) = (f,v), YvelX; (3.39)

(q—Vul) = 0, VlelL. (3.40)

Para o problema continuo, essa formulagao nao é interessante. Contudo,
para o problema discreto, pode-se obter diferentes tipos de aproximacgoes para o
problema. Da mesma forma utilizada na secao anterior, sejam h e H (h < H)
dois comprimentos caracteristicos de malhas e sejam Ly C L e X;, C X espacgos
de elementos finitos. Considere, entao, a contrapartida discreta da formulagao

anterior: encontrar (uy, qy) € (X, Ly) satisfazendo

(e 4+ ) (Vup, Vo) — alqy, Vo) + alun,vn) = (f,on), Yo, € Xp;(3.41)

(qy — Vup,lg) = 0 VigeLp. (3.42)

Diferentes escolhas de Ly originam diferentes métodos. Em particular, se Ly é
escolhido de forma que Ly D VX, entao (3.42) conduz a g = Vuy,. Substituindo
este resultado em (3.41), a aproximacao de Galerkin é recuperada, como esperado.
Por outro lado, se Ly = {0} entdao g = 0 e consequentemente, a(qy, Vv,) =0
em (3.41), obtendo-se o método de difusao artificial cldssico.

A questao chave é selecionar o espaco Ly através de uma andlise precisa, de
forma a encontrar um método com melhores propriedades de estabilizacao. Para

se obter o efeito desejado do termo extra em (3.41), utiliza-se (3.42) para eliminar
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a variavel gy em (3.41). De fato, seja Pr,, o operador proje¢ado ortogonal de
[L2(Q)]¢ em Ly. Entdo, em (3.42) tem-se q; = Pr,, Vuy e, como consequéncia da

decomposicao e ortogonalidade em L?(£2), tem-se

(g — Vup,ly) = (PrL,Vu,— Vuly)
= (PLHVuh — (PLHVUh + ([ — PLH)Vuh),lH)
= ((I = P, )Vup,ly)

= 0,

onde I é o operador identidade. Por outro lado, o primeiro termo da equagao (3.41)

pode ser escrito como

(e + a)(Vuy, Vu,) = e(Vuy, Vo) + a(Pr, Vup, Vo) + a((I — Pr,)Vu, Vo)
= e(Vuy, Vo) + alqy, Vo) + a((I — Pr,,)Vuy, P, Vu,) +
val(I = P\ Vup, (I — Pp,)Vop)
= €(Vuy, Vo) + a(qy, Vo) +

+Oé((] — PLH)Vuh, (I — PLH)VUh).

Entao, substituindo este resultado em (3.41), obtém-se o seguinte problema: achar

up € X, tal que

B(uh,vh) -+ Oé((] — PLH)Vuh, (I — PLH)V’Uh) = (f, ’Uh), Y, € X, (343)

Pode-se observar que esta formulacao adiciona a formulacao de Galerkin o

termo

a(([ — PLH)Vuh, (I — PLH)VUh),

similar, mas nao equivalente, ao termo estabilizante do método SGS, cujo termo
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estabilizante é

Oé(V([ — PXH)uh,V(I — PXH)Uh)a

onde o = ¢uh e o operador Py,,, estdvel em L*(Q), ¢ definido por Py, : X, —
Xp. Se, em particular, Xy é um espago conforme linear, X/’ é o espago gerado
por bolhas cibicas com um grau de liberdade por triangulo, X;, = Xy & X/T e

Ly = V Xy, entao (3.43) reproduz o método SGS.
3.3 Estudos Numéricos

Nesta secao sao realizados alguns estudos numéricos com o objetivo de
mostrar o comportamento dos métodos SGS-Py/bolha e SGS-P;/dois-niveis em
relacao as suas dependéncias com a escolha do parametro ¢,. No método SGS-
P, /dois-niveis, com excegao do Exemplo 1, a solugdo aproximada analisada é
aquela associada a macro escala, a saber, uy. Comparagoes entre o SGS, Galerkin e
o SUPG também sao realizadas. Vale ressaltar que o método SGS foi implementado

utilizando o operador submalha definido por (3.25), ou seja,

by of) = ¢, \/|Th|/T vull - vl (3.44)
h

TheTy

onde |T},| representa a drea do elemento T},.

A fungao bolha utilizada no cendrio Py /bolha é definida por

b(x,y) = 27Ny (x,y) No(z, y)N3(z, y),

onde N;(-,-) representa a funcao de forma local do método de Galerkin associada
ao ponto nodal i, para ¢« = 1,2,3. O dominio computacional utilizado é Q =
(0,1) x (0,1) e 7y é uma malha estruturada com 20 subdivisdes em cada dire¢ao

(Figura 3.6).
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Figura 3.6: Representacao da malha 7y com 8 subdivisdes em cada direcao.

3.3.1 Exemplo 1 - Problema de Convecgao-Difusao

Este exemplo refere-se a um problema bidimensional de conveccao-difusao

com conveccao dominante. Os valores dos coeficientes da equacao sao dados por:

e= 1072 B=(B:03,), comfB,=8,=1 e f=0.

As condigoes de contorno sao:

u(0,y) =u(l,y) =u(z,1) =0

0, sex<0,3;
u(z,0) =

1, sex>0,3.

Essas condigoes resultam em uma solucao com uma camada limite no interior
do dominio €2, na direcdo do campo de velocidades que se inicia em (0, 3,0) e em
uma camada externa exponencial em z = 1.

A solugao obtida com o SUPG é apresentada na Figura 3.7. Note que,

a solucao aproximada apresenta algumas oscilagoes na vizinhanca da camada
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externa. A camada interna é bem representada pois o campo de velocidade estd
alinhado com a malha.

Na Figura 3.8 sao apresentadas as solugoes do método SGS-IP; /bolha para
varios valores de ¢,. A solugao aproximada com ¢, = 0 é bastante difusiva. A
medida que o valor de ¢, cresce, a qualidade da solugao melhora. A faixa de variagao
6tima para ¢, se encontra aproximadamente entre o intervalo (0,02,0,03). Note
que a solugao aproximada usando ¢, = 0,02 é livre de oscilagoes, mas apresenta um
comportamento um pouco difusivo na camada externa em x = 1. Para ¢, > 0,03 a
solucao aproximada se deteriora cada vez mais, proporcionalmente ao crescimento
de ¢, conforme mostrado nas solugoes numéricas utilizando ¢, = 0,1 e ¢, = 1,0.

As solugdes uy, obtidas pelo metédo SGS-P/dois-niveis sao apresentadas
na Figura 3.9. Quando ¢, se aproxima de zero, o comportamento do método se
assemelha ao método de Galerkin. Desta forma, a solucao aproximada apresenta
oscilagoes em todo dominio (¢, = 0,002 e ¢, = 0,1). Para ¢, = 0,4 e ¢, = 1,a
solugao uy, apresenta oscilagoes nas camadas interna e externa. A medida que ¢
cresce essas oscilagoes se expandem para todo o dominio (¢, = 2,5 e ¢, = 5).

As solugoes ug = Px,uy e ull = (I — Px,,)uy, obtidas pelo método SGS-
P, /dois-niveis sao mostradas nas Figuras 3.10 e 3.11, respectivamente. A maior
parte das oscilagdes da solugao u; provém da solugao ull, associada & micro
escala. Quando ¢, = 0,002 a solugao uy é totalmente espuria, combinando um
comportamento oscilatorio, proveniente de wuy, e difusivo ao mesmo tempo. Para
¢, = 0,1, a solucao uy é bastante difusiva na camada externa e oscila na camada
interna. Neste caso, a maior parte das oscilagoes estao localizadas em uf . Quando
¢, = 0,4, a solugao uy apresenta apenas uma pequena difusao nas camadas interna
e externa. A medida que ¢, cresce a partir do valor 0, 4 a solugao aproximada torna-
se oscilatoria (¢, = 1, ¢, = 2,5 e ¢, = 5).

Observando as solugoes ug e ul do método SGS-P;/ dois-niveis, conjetura-se
que ¢, deve ser uma medida local e nao global, como proposto no método SGS.

Isto significa que estabelecer o valor de ¢, a nivel de elemento pode ser uma boa
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estratégia para a obtencao de solucoes mais precisas. E sob esta dtica que o método

NSGS, apresentado no préximo capitulo, foi desenvolvido.

Figura 3.7: Exemplo 1 - solug¢ao usando o método SUPG.

3.3.2 Exemplo 2 - Problema de Convecgao-Difusao com Termo de

Fonte

Este exemplo refere-se a um problema de convecc¢ao-difusao, com convecgao
dominante e com termo de fonte constante. Os valores dos coeficientes da equagao

sao dados por:

6210_9; B:(ﬁ:wﬁy)acomﬁx:]- S ﬁyzo e f=1

As condigoes de contorno sao homogeéneas, isto é,

u(z,y) =0, Y(z,y)el.

A solucao exata desse problema é dada por um plano inclinado a 45°,
possuindo camadas parabdlicas em y = 0 e y = 1 e uma camada exponencial
em x = 1.

A solugao obtida pelo método SUPG (Figura 3.12), apresenta oscilagoes na

vizinhanga das camadas externas em y = 0 e y = 1. A camada em x = 1 é bem
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representada, uma vez que o campo de velocidade esta alinhado com a direcao do
gradiente de solucao.

Os métodos SGS-P;/bolha e SGS-Py/dois-niveis nao foram capazes de
representar bem as camadas externas em y = 0 e y = 1. No método SGS-
P, /bolha, quando ¢, = 0 a solucao é extremamente difusiva, enquanto que com
¢, = 0,01 oscilagoes aparecem nas camadas parabdlicas e um comportamento
bastante difusivo é apresentado na camada em z = 1. A medida que ¢, cresce
as oscilagoes se espalham para fora da camada, poluindo a solu¢cao em todo o
dominio (¢, = 0,1 e ¢, = 0,5). No método SGS-IP; / dois-niveis, quando ¢, = 0,1, a
solugao ¢ bastante difusiva em = = 1 e oscilatériaemy = 0ey = 1. Parac, = 0,5 a
solugao aproximada nao representa de forma adequada as camadas externas. Para
os outras valores de ¢, (¢, = 1 e ¢, = 2) um comportamento oscilatério é observado

nas respectivas solugoes aproximadas.

3.3.3 Exemplo 3 - Problema de Difusao-Reacao

Neste exemplo é simulado um problema de difusao-reacao com reacao

dominante. Os dados do problema sao:

e=10""% o=1 e f=0,5.

As condigoes de contorno sao dadas por:

u(z,0) =0 para z < 1,u(0,y) =0 paray < 1 e u(z,1) = u(l,y) = 1.

A solucao exata deste problema é uma funcao constante igual a 0,5 no
dominio €2, com camadas limites em toda fronteira I.

A solucao obtida pelo método de Galerkin é apresentada na Figura 3.15.
Como este problema é predominantemente reativo, sem conveccao, o método de
Galerkin apresenta oscilagoes somente na vizinhanga da camada externa.

A Figura 3.16 apresenta as solugoes obtidas pelos métodos SGS-P;/bolha,
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para varios valores do coeficiente ¢,. Observe que o método tem um comportamento
analogo ao método de Galerkin quando ¢, é da ordem de 1. As oscilagbes que
aparecem na camada limite externa diminuem bastante quando ¢, = 107* ou
cp = 107°. Isto esté de acordo com as caracteristicas do cendrio Py /bolha descrito
na Segao 3.1.3.3. As solugbes uy obtidas pelo método SGS-P;/dois-niveis sao
mostradas na Figura 3.17. Para ¢, = 0,1 e ¢, = 1, as solucoes se assemelham
as solugoes obtidas pelos métodos de Galerkin e SGS-P; /bolha. As oscilagoes que

aparecem na camada limite externa sao reduzidas quando ¢, = 0,05 ou ¢, = 0,01.
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Figura 3.8: Exemplo 1 - solu¢bes usando o método SGS-IP;/bolha para vérios
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(a) ¢, = 0,002 (b) ¢y =0,1

Figura 3.9: Exemplo 1 - solugbes u;, usando o método SGS-P;/dois-niveis para
varios valores de c¢p.
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Figura 3.10: Exemplo 1 - solugbes uy = Px,uj, usando o método SGS-P;/dois-
niveis para varios valores de cy.
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(e) c,=2,5 (f) cy =5

Figura 3.11: Exemplo 1 - solugoes u! = (I — Px,, )u;, usando o método SGS-
P, / dois-niveis para véarios valores de ¢.
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Figura 3.13: Exemplo 2 - solugbes usando o método SGS-P;/bolha para varios

valores de ¢.

65



’

-niveis para varios

IR o
=

N (VWA o
o =
Il
X0\ ‘ ‘, = "A.-ﬂv
ORI 3 B il .
TR g =
IR 3 iy
Af»:ll A ¢/ ) =
g =
RRGK% © —
Rt o ;
o v&&u ° %
© v & o4 v o v o &
- - - © ©o o o - S
O
<
;.m 'ﬂ"’_ x
< —
g =
E—
o E—
<  —
= e—
— o) |.um.
) 1, lll
= < =] —
X i
X I % 4
“« o 9 w o & -
Fbw ﬂ/_d =] =] S S
© <
— [
5
‘0 5
=
.. ]
4 C
> — QO
@ & & o oo o ° >~ <
> n
g9
)
o £

Figura 3.15: Exemplo 3 - solugao usando o método de Galerkin.
66



L

“‘

1
0.8
S
==
¢" )

=== o

“¢‘

—

——

e ———
“‘ “
s
0.4 —— =
" “‘ =
\ ““ |
02 “ ““““_“n“‘“—‘ \\
’ ‘ ‘ “"
\g‘ ==
h= = —__,—_,—— -

iﬁl\lll\

0.2

0.8
0.8

Iy \IIllll\rlmlnlm RARAD ,’ I‘
0 ) ’

0.6
0.6

|III|A‘1|A‘1|A"A"A‘I ‘n‘l

ot IS =2
= :‘: — i mmmmgrh“w 2
‘ “ —~x o s “\
0.2 ——— == ““ NOEEED ““ 6.
i i ————— =
i o —_——
01 ‘ ‘. ! ‘?:“ AV IR - ‘
= <=‘=;.-‘='_. =
| . i nvmwmmn
y ) .
. . 1 y .
0Ng | |
0 02

0

(c) e =0,1
(d) Cp = 1

Figura 3.16: Exem 5
-10: plo 3 - sol ,
valores de c¢p. solugoes usando o método SGS-Py/bolha para vérios

67



AN v

e
““““‘““ =]
“‘““““‘
‘ ‘ ‘
ummmmmmm 4'.

1

08

0.6
s m‘mmmmmmgggggggg\ 2y

lA‘lA‘lA‘lA‘leﬁ A £S , 4

-;- -;

I|I NAA m"l

‘P‘“
S S S ]

Al
S=SS ¢‘ d
= e
— ¢:
s <‘=f—=<.——<.’=~.=t=._ : Il

-1-1_

=
"‘d‘vﬂ-‘ﬂ__
i mmummmm

Figura 3.17
) 17 Exemplo 3 u
nivei o - solugo I 2
veis para varios valores de CbQOGS ! X Un usando o métod P
‘ étodo SGS-IPy/doi
d 1/ dois-

68



Capitulo 4

Métodos Nao Lineares de Estabilizacao

Submalha

Neste capitulo é apresentado o método de estabilizagao submalha nao linear,
denotado por NSGS (Nonlinear Subgrid Scale Method), para problemas lineares e
estacionarios de conveccao-difusao-reagao, proposto neste trabalho. Este método,
baseado no conceito de estabilizagao submalha estabelecido em Guermond (1999),
ajusta automaticamente a viscosidade artificial a partir do residuo da solugao
resolvida. Diferencia-se dos métodos propostos na literatura em dois aspectos
principais. Em primeiro lugar, a formulacao variacional é construida adicionando
ao método de Galerkin apenas um operador submalha nao-linear. Tal abordagem
nao segue o paradigma usual de combinar efeitos estabilizadores de dois operadores
adicionais, um linear e outro nao-linear. No conceito dos métodos estabilizados,
conforme apresentado no Capitulo 2, a estabilizagao linear atua sobre o carater
hiperbdlico da equacgao, evitando o espalhamento das oscilacoes causadas pela
falta de coercividade do operador original, enquanto que a estabilizagdo nao
linear atua localmente, regularizando as instabilidades locais remanescentes. Estes
comportamentos podem explicar o porqué dos operadores lineares e nao-lineares
estarem juntos para a obtencao de métodos totalmente estaveis, pratica também
adotada na concepcao de grande parte dos métodos multiescala. Entretanto, como
sera apresentado neste capitulo, ela nao é necessaria para os problemas tratados.

Em segundo lugar, conseguiu-se desenvolver um método totalmente independente
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de parametros. A partir da decomposicao em duas escalas do campo de velocidades,
a viscosidade artificial submalha é automaticamente ajustada pela qualidade da
solucdo resolvida (residuo), sem a necessidade de qualquer ajuste adicional. Em
outras palavras, a estabilidade e precisao da solucao obtida deve-se a escolha
apropriada, e localizada, da difusao artificial submalha.

Os métodos numéricos multiescala nao lineares presentes na literatura
usualmente baseiam-se no paradigma mencionado, no qual as oscilagoes
locais indesejaveis sao evitadas com a utilizacao de métodos de captura de
descontinuidades submalhas (Guermond, 2001; Ern e Guermond, 2004; Guermond
et al., 2004a) (ver Segao 4.1). Na abordagem descrita em Guermond (2001),
um operador nao linear é adicionado ao método de estabilizagao submalha linear
SGS. Este operador atua sobre a escala resolvida e é ajustado pela solugao nao
resolvida ponderada por um novo parametro livre. O método nao linear construido
desta forma passa, entao, a requerer a definicao de dois parametros, aumentando
substancialmente sua complexidade. No contexto dos métodos multiescala com
captura de descontinuidades, destacam-se também os trabalhos de Juanes e Patzek
(2002), para problemas de escoamento em meios porosos com convecgao dominante,
e Scovazzi (2004), para problemas de hidrodinamica Lagrangeana. Uma outra
classe de modelos nao lineares de viscosidade submalha para resolver o problema
de transporte é baseada nos métodos p-Laplacianos, utilizados em LES (Large Eddy
Simulation). Dentre esses métodos, destaca-se o modelo nao linear de viscosidade
artificial limitada, desenvolvido por Iliescu (2004).

A pesquisa desenvolvida nesta tese foi motivada por um aspecto
importante do método SGS: as oscilacoes espurias localizadas podem diminuir
substancialmente se o coeficiente ¢, for escolhido de forma adequada (Santos e
Almeida, 2007a), conforme mostrado nos experimentos numéricos do Capitulo 3.
Além disso, tais experimentos indicaram que este coeficiente deve ser introduzido
de forma local. Isso significa que existe uma dependéncia do parametro de

estabilizagao ¢, em relagao a solugao do problema. Surge entao um questao crucial:
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como obter de forma adequada o valor do coeficiente ¢;?

Denotando por L e T as escalas de comprimento e tempo associadas a
micro escala, a compatibilidade dimensional entre b,(-,-) e B(-,:) em (3.44) e
(2.13), respectivamente, implica que o coeficiente ¢, tem dimensao de velocidade
([c)) = LT™Y) e inverso da velocidade ([cy] = L™'T) para os operadores lineares
submalha (3.25) e (3.26), respectivamente. Assim, para o operador (3.25), a
viscosidade artificial submalha cymeas(T},)"/? deve ser a menor possivel de modo
que seja capaz de dissipar a energia contida nas escalas nao resolvidas. Para
este fim, a representacao do campo de velocidades associado as pequenas escalas
é uma questao primordial. E sob esse panorama que é desenvolvido o método
de estabilizagao submalha nao linear NSGS. Em sua concepcao, a decomposicao
multiescala é estendida ao campo de velocidades. Consequentemente, ter-se-ao um
campo de velocidades associado as escalas macro (resolvida) e outro associado as
escalas micro (submalha), através do qual obtém-se a representagdo da energia
cinética associada as escalas nao resolvidas. O campo de velocidades submalha é
determinado de modo que o residuo da escala resolvida, associado ao campo de
velocidades da escala resolvida, seja nulo. A esta condicao sobre a escala resolvida
agrega-se a hipétese de energia cinética minima para a escala nao resolvida. Estas
hipéteses podem ser vistas como contrapartidas multiescala daquelas estabelecidas
no método estabilizado de captura de descontinuidades CAU (do Carmo e Galeao,
1986; do Carmo, 1988; Galeao e do Carmo, 1988) para a determinagao do campo
aproximado de velocidades upwind. Como resultado, o campo de velocidades
submalha é obtido em funcao da solucao aproximada associada a macro escala.
Este procedimento conduz a um modelo nao linear submalha (método NSGS) que
adiciona difusao artificial somente nas escalas nao resolvidas.

Assim, o método NSGS é um modelo nao linear, composto apenas pelo
operador linear associado ao método de Galerkin e um operador adicional nao
linear submalha, que nao depende de nenhum parametro de estabilizacao. Nesta

tese, este método é apresentado no contexto do cendrio de discretizagao Py /dois-
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niveis, conforme sera explicado posteriormente. Este método conduz a solucoes
globalmente estaveis e é capaz de evitar as oscilagoes localizadas proximas as
camadas limites. Ele pode ser considerado um método auto adaptativo, pois a
quantidade de viscosidade submalha é automaticamente determinada em fungao
da solucao aproximada associada a macro escala.

Cabe ainda mencionar que a imposicao forte das condigdes de contorno de
Dirichlet na fronteira de saida em problemas singularmente perturbados pode
originar oscilagoes espurias mesmo para métodos com boas propriedades de
estabilizagao (Bazilevs e Hughes, 2007). Este comportamento foi observado em
algumas situagoes de aplicagdo do método NSGS. Em (Burman, 2005; Bazilevs
e Hughes, 2007) é apresentada uma metodologia para estabilizagdo de camadas
limites externas através da imposicao fraca das condi¢oes de contorno de Dirichlet,
pratica utilizada nos métodos de Galerkin Descontinuo. Apesar das camadas
externas serem bem representadas através deste procedimento, as instabilidades
localizadas na vizinhanca de camadas internas permanecem na solucao aproximada
(Santos e Almeida, 2007d). Assim, esta abordagem é incorporada ao método
NSGS, conduzindo a uma metodologia eficiente capaz de estabilizar de forma
precisa localmente e globalmente a solucao aproximada do problema de convecgao-

difusao-reacao.

4.1 Estabilizacao Submalha + Métodos de Captura de

Descontinuidades

De forma analoga aos métodos estabilizados, o método SGS nao se comporta
de forma eficaz quando a solucao do problema exibe gradientes altos se o
parametro livre ¢, nao for escolhido de forma apropriada. Oscilagoes espurias
sao apresentadas na solugao aproximada nas vizinhancas das regices de gradientes
elevados. Guermond (2001), Ern e Guermond (2004) e Guermond et al. (2004a,
2006) atribuiram estas oscilagoes a incapacidade do método SGS em representar

corretamente a solugao e nao a escolha inapropriada de ¢,. Assim, adotando a
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mesma, estratégia dos métodos estabilizados, é proposta a inclusao de mais um
termo ao modelo (3.29) da forma de um operador de captura de descontinuidades
nao linear.

O termo proposto em (Guermond, 2001) é definido como:

en(up  un,vn) = caa > meas(Ty)'? [ up! [(Vuy - V) d92 . (4.1)

The 7—h Th

O termo proposto em (Ern e Guermond, 2004; Guermond et al., 2006) é

1/2 IV ui Nl

en(up un,vn) = ccg Y meas(Ty) 1V unllor,
T JTy

TueTy

Vuh . V’Uh d) (42)

enquanto que o operador

V|

Vuh| Vuh . V’Uh dQ) (43)

ch(uhH,uh,vh) = Ced Z meas(TH)1/2/

TheTy, Th

foi proposto em (Guermond et al., 2004a). A introdugao dos termos (4.2) e (4.3) é
justificada pelo fato de que, nas regioes de gradientes altos, Vull = V (uy,— Px,,us)
¢ da mesma ordem de Vuy, e, desta forma, a viscosidade adicionada é O(H).
Nenhuma justificativa é dada para o termo (4.1) além do fato de que o termo de
captura deve ser ajustado pela solugdao das escalas nio resolvidas ufl. Deve-se
notar que todos estes operadores introduzem na solucao, de forma nao consistente,
uma dissipacao artificial isotrépica que é ponderada de alguma forma pela solucao

submalha.

O modelo resultante é dado por:

Achar u, € X, tal que
(4.4)

B(Uhavh) + bh(uhHan) + Ch(uthuhavh) = (fv Uh)La Vo, € Xp,.

A determinacao adequada dos parametros ¢, e c¢.q € uma questao importantissima

em termos praticos e, assim como sua contrapartida linear, nao existe nenhum
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procedimente para determinar o coeficiente c.4. Vale ressaltar também que nao se
conhece na literatura nenhuma analise numérica do método (4.4).

No contexto dos métodos multiescala com captura de descontinuidades,
destacam-se também os trabalhos de Juanes e Patzek (2002) e Juanes (2003), para
problemas de escoamento em meios porosos com convec¢ao dominante. Nestes
trabalhos foi proposto um novo operador de captura de descontinuidades para
uma equacao nao linear de conveccao-difusao, o qual tem a mesma estrutura do
operador de captura usual. E definido pela expressao (2.23) com

Juj, |
Ucd

Dcd(uH; U}Ij) = C1cd

h1Bl,

onde U, é um valor caracteristico da solugao proximo as regioes de forte gradiente
de modo que Vuy é aproximado por U./h e C,; é um coeficiente constante.
Neste modelo, a difusao numérica adicionada serd significante somente onde o valor
absoluto da solugao associada as escalas submalhas e a conveccao sao importantes

(Juanes e Patzek, 2002).

4.2 Método Nao Linear de Estabilizacao Submalha - NSGS

O ponto chave da concepcao do método NSGS é a decomposicao multiescala

em dois niveis do campo de velocidade, isto é, (Santos e Almeida, 2007a,c)

/6:/6H+ﬁhHa

onde B e B sdo os campos de velocidades associados as escalas resolvida (macro)
e submalha (micro), respectivamente. Para simplificar a notagao, o elemento macro
sera representado por T', ao invés de Ty.

Uma vez determinada a velocidade ﬁhH , ¢ possivel determinar a energia

cinética associada as micro escalas, dada por
1 2
_ H
Ec - 5 ‘/Bh } )
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onde | - | denota a norma Euclidiana. Se o comprimento caracteristico da escala
submalha é denotado por u(h), é possivel determinar a escala de tempo na qual
os efeitos inerciais estdo ocorrendo como u(h)/|B:]. Assim, a quantidade de
viscosidade artificial submalha necessaria para dissipar a energia cinética F,. pode

ser definida como

€)= 5n(h) 8] (4.5

Para determinar ﬁhH sao agregadas hipdteses tendo como inspiracao o
método de captura de descontinuidades CAU (do Carmo e Galeao, 1986; Galeao e
do Carmo, 1988). A primeira corresponde a exigir que a equagao de transporte na
escala resolvida (usando 3;) seja satisfeita em cada elemento T' € 7. Além disso,
dentre todos os possiveis campos de velocidade submalha, Bf estd associado aquele
que conduz a energia cinética minima. KEstas condi¢oes conduzem ao seguinte

problema de otimizagao:

;

. 1 H12
minimizar  E.= 3 ‘Bh ‘

sujeito a (4.6)

—eAug + By - Vug +oug=f emT € Ty.

\

A solucdo de (4.6) é equivalente a determinar o par (3}, \) que torna estacionario

o funcional:
H I
JBLN = [ |5 181"+ A(—eAuy + By - Vug + ouy — f)| dS2. (4.7)
T

Assume-se que as fungoes BhH , By e ug possuem regularidade suficiente em cada
T € Ty de forma que o funcional J(B;',)\) tenha sentido. Da condicao de

estacionaridade de J(B7, \) (ver Apéndice 7), obtém-se:

Run) Vuy, se|Vuyl|#0;

[Vug|?

Bl =

0, caso contrario,
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onde

R(ug) = —eAuy + 8- Vuyg + oug — f (4.9)

¢é o residuo da solucao aproximada uy em 7'.

Para o cendrio IPy/dois-niveis (Figura 3.4), pode-se definir a escala de
comprimento caracteristico submalha como p(h) = h/2, enquanto que para o
cenério Py /bolha (Figura 3.2), ndo estd claro qual deva ser o valor adequado para
a representacao de u(h). Nesta tese, o método NSGS serd apresentado no contexto

P, / dois-niveis. Com a representacio da escala de tempo como — 2, a quantidade

2la5 ]

de viscosidade submalha necessaria para dissipar a energia cinética E,. é dada por
Eum) = 7h 18] (4.10)
Assim, o operador de regularizacao nao linear
D:Xpx X x X —R,

¢ definido como

D(ug,uil,vil) = / E(u)Vuil - Vol dQ. (4.11)

TeTy
A partir destas defini¢coes, o método de viscosidade submalha nao linear NSGS

consiste em:

Achar uy, € X}, tal que
(4.12)

B(un, vn) + Y req, Dluwm,ugl i) = (f,on),  Vun € X

A formulagdo nao linear (4.12) ajusta, automaticamente, a viscosidade
artificial submalha sem necessidade de introdugao de qualquer parametro livre.
A difusao artificial é adicionada em funcao do residuo da solucdo macro uy e,

além disso, ela nao é constante para todos os elementos da malha, como ocorre
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no método SGS. Observe que para &.(uy) = ¢h, com ¢, constante, obtém-se o
método SGS. No caso em que Vuy = 0, tem-se {.(ug) = 0, ou seja, recupera-se
a formulacao de Galerkin. Um procedimento iterativo para a solucao do problema
(4.12) é apresentado na Secao 4.3. A existéncia e unicidade de solu¢ao para o
problema (4.12), bem como uma estimativa de erro a priori, sdo apresentadas no

préoximo capitulo.

Observacao 4.2.1. A primeira versao do método NSGS foi construida com o
objetivo de recuperar o método SGS quando Vug = 0, mantendo-se nestes casos
a estabilizagao linear submalha adicional. Esta formulagdo, descrita em (Santos e

Almeida, 2007a) para problemas de convec¢ao-difusao, é dada por:

Achar uy, € X}, tal que
(4.13)

B(un,vn) + Y e, Di(um, ugl,vff) = (f,on),  Von € X,

com

/. E(ug)Vull - VoldQ, se Vuy #0;
Dy (ugr,ufl vff) = ¢ v (4.14)

w(h) fTeTH Vull - VoldQ, se Vug=0,

com p(h) = +/|Th|, onde |T}| € a drea do elemento T), € T.
Como serd apresentado posteriormente, esta abordagem conduziu a solu¢oes

extremamente difusivas em algumas situacoes.

4.3 Processo Iterativo de Solugao

As formulagoes nao-lineares (4.12) e (4.13) sao resolvidas utilizando um
procedimento iterativo simples, com solucao inicial obtida através do método SGS
(com ¢, = 1) e & (upy) atrasada uma iteracao. Cabe ressaltar que a solugao final do

processo iterativo independe do valor de ¢, utilizado para obter a solugao inicial.
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O processo iterativo de solucao é definido como: Dado u;‘_l, achar uy satisfazendo

B(“Za Uh) + Z / 5C(u?{_l)vuhH;n ’ VUFIL{dQ = (fv Uh)v vUh S Xh-
T

TeTy

Este algoritmo conduz a um sistema linear da forma Ax = b, onde A é uma matriz
nao-simétrica. A convergeéncia é avaliada em todos os graus de liberdade da solucao
resolvida a menos de uma tolerancia prescrita (tol). Para a primeira versdo do
método, problema (4.13), observou-se que a taxa de convergéncia pode decrescer
com o aumento da distancia entre p(h) e {.(uy). Para contornar este inconveniente,
um procedimento para melhorar a convergéncia do processo iterativo é apresentado
no Algoritmo 1 (Santos e Almeida, 2007a). Para o método NSGS (4.12), a taxa de
convergéncia pode decrescer com o aumento da distancia entre os valores de &.(up)
de duas iteracoes consecutivas. Neste caso, a viscosidade artificial a ser introduzida
a cada iteracao é igual a metade da soma entre os valores calculados pelo modelo
na presente iteracao e na imediatamente anterior (bissec¢ao), conforme descrito
no Algoritmo 2 (Santos e Almeida, 2007b). Nestes algoritmos, u% e BL™ sio
a solugao aproximada nas escalas resolvidas e o campo de velocidade submalha,
respectivamente, em cada iteragao n; maxiter é o nimero maximo de iteracoes e
tol é a tolerancia prescrita. Os dois algoritmos apresentados determinam o valor
de ¢, r em cada iteracao, para cada elemento 7' € T. Entao, o problema resolvido

em cada iteracao n, é dado por: Dado uz_l € Xy, achar uj € X, tal que

Blufo o) + 3 cuan(h) [ Vull” ofld@ = (fw). (415)
TeT T
4.3.1 Montagem do termo de estabilizagao submalha

O termo de estabilizacao pode ser reescrito da seguinte forma:

> / E(uf )V ™ - Vuld = ) (1 —II—1I1+ IV), (4.16)
T

TeTy TeTy
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Algoritmo 1

Entrada: Este algoritmo recebe como entrada u) - calculada usando o método
SGS com ¢, =1
Saida: A saida é a solucao aproximada ugy
1: n<+0
2: repita
3 nen+l

4:  para (cada sub-elemento T € Ty ) faga
. Hin—1
5: determine 3,
6: se (1 > 2 rn—t ) entao
7: CoT < 1-— % hH;n—l
8: senao
9- 1 Hin—1
: CoT <~ B) h
10: fim se

11:  fim para
12:  determine u} usando (4.15)
13:  determine uf; = Px,u}

14: até (n < maxiter ou [ max }u%;j — uf,fl_]l‘ < tol)

Algoritmo 2

Entrada: Este algoritmo recebe como entrada uf - calculada usando o método
SGS com ¢, = 1
Saida: A saida é a solucao aproximada uy
1. {Initializagao do vetor er}

2: para (cada sub-elemento T' € Ty ) faga
3 A=

4: fim para

5 n <« 0

6: repita

7 ne—n+1

8:  para (cada elemento T € Ty ) faga
9: determine c, — 5 hH;N—l‘

10: A — 3 [+

11: Cp 1 C%

12:  fim para

13:  determine u} usando (4.15)

14:  determine uf;, = Px,u}

15: até (n < maxiter ou  max }u%;j — u}fl_]l‘ < tol)

jzlv"'vdof
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onde

I = E(u YV - Vu,dS;
T

IT = E (U V) - VogdQ;
T

T = | &y Vul - VupdQ;
T

IV = / E(W VUl - VordQ.
T

Este termo é construido a partir das contribuicoes de cada elemento macro T € Ty,
as quais por sua vez resultam das contribui¢oes dos 4 sub-elementos S; C T,
1=1,2,3,4, que dele fazem parte. A matriz local associada a cada elemento macro
T € Ty tem dimensao 6 x 6. As matrizes locais dos sub-elementos tém dimensao
3 x 3 e sao construidas a partir dos quatro termos resultantes da decomposi¢ao
(4.16). O primeiro termo (I) ¢ similar ao termo difusivo da forma bilinear associada
ao método de Galerkin. Os outros trés termos (/1,11 e IV') associam graus de
liberdade tanto da malha fina 7, quanto da macro 7. Assim, para cada um dos
quatro sub-elementos S; C T, i = 1,2, 3,4, os graus de liberdade da malha 7}, sao
projetados no elemento macro usando o operador projegao Py, definido em (3.10)
e ilustrado nas Figuras 3.5 e 4.1. A tabela 4.1 apresenta os graus de liberdade das
malhas 75, e 7 restritos a 1.

Para exemplificar, considere a matriz A cujos coeficientes sao
Aij = fc(u?fl)VNZ . VN]dQ s
Th

onde N;,7 = 1,2,3 sao as fungoes de forma lineares usuais associadas a cada Tj,.
Para cada sub-elemento as contribuigoes dos quatro termos em (4.16), denotados
por I,II 11l e IV, consistem em restringir A para os graus de liberdade das
fungoes aproximante e peso conforme a numeracao indicada na tabela 4.1. Este

mapeamento é apresentado na tabela 4.2 para cada sub-elemento e respectivo
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termo.

H

V2

vi+v2
2

Figura 4.1: Elemento macro T' € Ty e seus sub-elementos S7, 5,55 e Sy € 7p,:
correspondéncia entre os graus de liberdade em 7y com os de 7, resultante do
operador projecao Px,,.

4.4 Método NSGS com Condigoes de Dirichlet Impostas

Fracamente

Na solugao de diversos problemas de transporte singularmente perturbados
resolvidos utilizando-se o método NSGS, observa-se a permanéncia de oscilagoes
espurias na vizinhanca de camadas limite externas. Relatos similares tém sido
feitos na literatura, mesmo para métodos com boas propriedades de estabilizagao
(Bazilevs e Hughes, 2007). A causa deste comportamento tem sido atribuida a
imposicao forte das condigoes de contorno do tipo Dirichlet, que pode forgar uma
brusca mudanca no valor da grandeza transportada, contrariando a fisica que rege
o sistema na maior parte do dominio considerado. Neste contexto, uma alternativa
para relaxar esta restri¢ao consiste em introduzir estas condigoes de forma fraca.

Em (Burman, 2005; Bazilevs e Hughes, 2007) é apresentada uma metodologia
eficiente para estabilizacao de camadas limites externas através da imposicao fraca
das condigoes de contorno do tipo Dirichlet. FEssa abordagem ¢ inspirada nos
métodos de Galerkin Descontinuo e tem suas raizes no método de penalizagao

de Nitsche (1971). Este procedimento tem-se mostrado eficaz na eliminacao das
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Tabela 4.1: Elemento macro T' € 7Ty apresentado em (4.1): numeracao dos graus
de liberdade locais (i = 1,2, 3).

Sub- Malha 7;, Malha Ty
elemento | 1 | 2 | 3 1 [ 2 | 3
Sl U1 V4 (5 U1 % %
Sg () (%) Vs % V2 %
53 V4 Vs Vg vl—gvg vg—;—vg 01—503
Sy v | U5 | v | BER | ER T gy

Tabela 4.2: Graus de liberdade locais das fungoes aproximante e peso para cada
sub-elemento 5;, 1 = 1,2, 3, 4.

Sub- Termo Funcao Funcao
elementos | em (4.16) Aproximante Peso
Sl I Ul Uy Ug U1 Vg Vg
II U1 Uy Ug (%1 % 1}12&
177 U1 % % U1 Vg Vg
So 1 Uy U Us Uy Vg U
17 Uy U2 Us % (%) %
117 ule U2 % (o (%) Vs
S3 1 Uy Us Ug V4 Vs (5
II Uy Us Ug v1-2kv2 v2-2kv3 v1-2kv3
TII ul ;—u2 u2-5u3 Ul‘guis Uy Us Vg
IV Ul‘gu2 u2-5u3 Ul;US 01-502 02;-03 01-503
Sy 1 Ug U U3 Vg U V3
IT ug us ug | B | gy
117 % % Uus (5 Vs (R}
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oscilacoes localizadas nas camadas limite externas, enquanto que as instabilidades
localizadas na vizinhanca de camadas internas permanecem (Santos e Almeida,
2007d). Obviamente, a estabilidade da solugao nestas regides pode ser obtida
através da formulacao multiescala proposta. Estendendo, entao, esta abordagem
para o método NSGS, obtivemos uma eficiente metodologia para resolver
numericamente problemas de convecgao-difusao-reacao singularmente perturbados,
para uma larga faixa de parametros.

Para a descrigdo do método, associada a particao 7, = {T}}, considere uma

particao da fronteira I' em n,. arestas, a saber:
P=Jr.nl, a=1 .. ng.. (4.17)

Nesta abordagem, nenhuma condicao de contorno de Dirichlet é imposta nos
espacos de aproximacao X; e Xy, sendo introduzidas na formulagao variacional
de forma fraca. As condigoes de contorno de Dirichlet podem ser introduzidas a
posteriori através de um poés-processamento da solucao aproximada obtida (isto é,
os valores da solugao aproximada no contorno I' sao substituidos pelo respectivos
valores prescritos). Mais detalhes sobre esta metodologia podem ser encontrados
em (Bazilevs e Hughes, 2007).

Por simplicidade na apresentacao, assume-se que toda a fronteira I' é
prescrita com condigoes de Dirichlet, ou seja, ulr = g. Obviamente, o método
se estende aos casos em que somente uma parte de I' é prescrita (Bazilevs e
Hughes, 2007) e/ou condigoes de Neumann também sao impostas (ver Hughes
et al. (2006)). Assim, a idéia bdsica desta metodologia, consiste em adicionar
termos de ponderacao agindo somente no contorno I' de §2. Esses termos tém a

forma:

Nae

> un — g, ¥(n))r.,. (4.18)

a=1
onde U(v,) é um operador de penalizacao adicionado, ou nao, por um termo

de fluxo, definidos no espago das fungoes testes. Quando W(vy) representa um
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operador de fluxo, sua definicao é dada em funcao da presenca dos termos de
convecgao e/ou difusdo no modelo. Quando o modelo nao possui difusdo, como
é o caso da equacao de convecgao-reacao, as condigoes de contorno de Dirichlet
sao prescritas somente no contorno de entrada I'_. Se o modelo possui termo
de difusao, condi¢oes de Dirichlet podem ser impostas em toda fronteira I'.
Na fronteira de entrada, I'_, os fluxos difusivo e convectivo contribuem para a

determinagao de W(-). Desta forma, define-se em I"_

U(vp) = —veVuy - m — B - nup, (4.19)

onde v é uma constante adimensional. Na fronteira de saida I', e em I'y, somente
o fluxo difusivo devera atuar sobre v, de modo a nao violar a condi¢ao na saida no

caso de um problema de primeira ordem. Portanto, define-se em (I'y U T)

U(v,) = —veVuy, - m. (4.20)

Deve-se notar que no caso de conveccao dominante essa estrutura variacional
pondera mais fortemente as condi¢oes de contorno de Dirichlet na fronteira de
entrada, I'_.

Quando W(-) representa um termo de penalizacao, este termo é definido em

todo contorno I', da seguinte forma

——Up, (4.21)

onde K ¢é uma constante adimensional que funciona como um parametro de
penalizagao. O uso de formulagoes com penalizacao para imposigao das condigoes
de contorno de Dirichlet teve inicio no final dos anos 60. Em 1968, conforme
relatado em (Arnold et al., 2002), o matemético Lions apresentou uma abordagem
para aproximar problemas elipticos, substituindo a condicao de contorno de

Dirichlet por uma condigao de fronteira aproximada, através de um procedimento
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de penalizagao. Por exemplo, para o problema

—Au = f, em

u = g, eml,

onde f € L*(Q) e g € HY*I), a condigio de contorno de Dirichlet foi

19w

enfraquecida pela substituicao pela condicao aproximada, w + o

= g, com /
sendo um parametro suficientemente grande. Lions provou que, para cada p > 0,
este problema tem uma tnica solucao w e quando y — 0o a solugao w converge

para a solucao u do problema original. Com esta modificacao das condigoes de

contorno, a forma fraca do problema regularizado é: achar v € H'(Q) tal que

/Vu-Vde+/(u—g);wdF=/fde, Yo € H(Q).
Q r Q

Assim, um termo de penalizacao é adicionado, forgando a satisfacao da condicao de
contorno quando u tende a infinito. Outros trabalhos nessa linha foram propostos
no inicio dos anos 70. Cabe entretanto ressaltar os métodos de Nitsche (1971)
e Babuska (1973). O método de Nitsche, com g = 0, determina uma solucao
aproximada u; no contexto dos elementos finitos, em um subespaco de H*(2), tal

que, para todo v no mesmo subespago, tem-se

/ Vu - Vod) — a—uvdF — @udf + / puvdl’ = / fudS2,
Q r on r on r Q

para alguma funcao de ponderacao p. O segundo termo do lado esquerdo surge da
integracao por partes do operador de segunda ordem e assegura a consisténcia do
método. O terceiro termo torna o método simétrico e, conseqiientemente, garante a
propriedade de consisténcia adjunta. O tltimo termo do lado esquerdo é um termo
de penalizacao, necessario para garantir estabilidade. Nitsche mostrou que se p é

v

da ordem de # (com h representando o comprimento caracteristico da malha e v

uma constante suficientemente grande), entao a solu¢ao aproximada converge para
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a solucao exata com taxas 6timas em H' e L?. Babuska (1973) apresentou uma
abordagem semelhante, também para o caso g = 0, distinguindo-se por conduzir
a um método nao-consistente. Estas idéias de impor as condig¢oes de contorno de
Dirichlet fracamente através de penalizacoes inspiraram o surgimento dos métodos
de penalizagao interior Jr. e Dupont (1976); Percell ¢ Wheeler (1978); Wheeler
(1978), atualmente estendidos no contexto dos métodos Galerkin Descontinuos.
Usando integracao por partes, nos termos convectivo e difusivo de B(-,-),

tem-se:

Nae

B(up,vy) = (Bup — eV, —=Vvy) + (oup,vp) + ¥ _(—eVuy - n+ B quy, vp)r,er-

a=1

Portanto, o método NSGS com condig¢oes de contorno de Dirichlet impostas

fracamente, consiste em: Achar u;, € X}, tal que

(Bun — €Vun, =V o) + (cun, vn) + Y D(umiugl,vff)
TeTy

Nae

+ Z(—eVuh 1+ B NUp, Vn)r,nr

a=1

Nae

+ Z(Uh —g,—7eVu, -1 — B Nup)r.ar_

a=1
Nae

+ Z(uh —g,—7eVuy - n)ram(F+UFo)

a=1
Nae

eK
+ Z(Uh -9, h—Uh)FaﬂF = (f,un), Vo, € Xy, (4.22)
a=1 a

onde h, é o comprimento caracteristico da malha, tomado como o minimo entre
os comprimentos caracteristicos dos elementos adjacentes que contém a aresta a.
As constantes adimensionais v e K presentes no modelo merecem
consideragoes adicionais. Bazilevs e Hughes (2007) sugerem usar v = 1 ou y = —1.
A escolha v = —1 conduz a uma melhor estabilidade da forma bilinear quando a
difusao é importante, mas torna a formulacao adjunta-inconsistente e o método
pode apresentar apenas convergéncia sub-6tima em normas de baixa ordem como

L* (ver Arnold et al. (2002)). Além disso, ¥ = —1 produz comportamento nao-
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mondtono nas camadas limite. Escolhendo v = 1, o método torna-se adjunto-
consistente e mondtono. Neste caso, taxas 6timas em L? sao obtidas. O termo de
penalizacao caracterizado por (4.21) torna a formulacao nao-singular na auséncia
da conveccao e produz um efeito estabilizante necessario para o caso v = 1. A
poténcia inversa de h é necessaria para obtencao de taxas 6timas de convergéncia.
Quando 7 = 1, a constante K precisa ser maior do que a constante K da estimativa
inversa local,

K

lonllzy,  Von € X (4.23)

[V on -0l z2@,) <

DO

A constante K depende da ordem de interpolacao utilizada e do tipo de elemento
(Ciarlet, 1978). Quando 7 = —1, K deve ser estritamente maior do que zero para
assegurar estabilidade. Observe também que o termo de penalizacao (4.21) em
(4.22) decresce a medida que a difus@o diminui. Para problemas sem difusdo, este
termo desaparece. Nos experimentos numéricos foram utilizados v =1 e K = 4,

conforme sugerido em (Bazilevs e Hughes, 2007).
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Capitulo 5

Analise Numérica do Método NSGS

Neste capitulo é estabelecida a analise numérica do método NSGS
(4.12). Inicialmente, sdo apresentados alguns resultados preliminares importantes
(hipéteses e Lemas) a serem usados na andlise. Em seguida, sado estabelecidas
a existéncia e unicidade da solugao aproximada u;, para o problema (4.12) e a
estimativa de erro a priori para u, é desenvolvida. Esta analise é feita considerando
|Vuy| # 0, caracterizando dessa forma o modelo nao-linear. Quando |Vuy| = 0,
a formulacao de Galerkin é recuperada, assim como suas propriedades. Ao longo
deste capitulo utiliza-se ¢ > 0 como uma constante genérica que nao depende de
nenhum parametro da discretizacao ou do problema e cujo valor pode mudar em

diferentes situacoes.

5.1 Resultados Preliminares

Algumas das hipdteses (i)-(vi) feitas no desenvolvimento do método SGS
(Capitulo 3) s@o reescritas a seguir no contexto da equacao de convecgao-difusao-

reacao, pois serao uteis na analise do método NSGS.

e Propriedade de aproximacao sobre Xp: Dado u € H*(T), com k > 0,

eriste wy € Xy tal que

lu —wrllor + HIB -V (u —wy)or < cH iz (5.1)
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e Estimativa inversa em Xj:

V’Uh € Xh; VT e TH H/B : VUhHO,T -+ ||VUhH0,T < CH_1||Uh||07T; (52)

e Condicao inf-sup discreta: FExistem ¢, > 0 e cs > 0, tais que V1 € Ty

-Vug,v
callB - Vuglor < sup (8 H, %) |z

+ Caas(uh, uh)1/27 (5-3)
v €Xp(T) v ||0,T

onde as(u,v) é definida em (3.2).

Um aspecto importante do método NSGS é sua capacidade em evitar
oscilagoes espurias proximas a elevados gradientes, pela introdugao do operador nao
linear de viscosidade artificial submalha D(ug,ul, vf'). Este operador depende da

quantidade ‘BhH

, que é assumida satisfazer a seguinte desigualdade:

o < |8/ <a (5.4)

com @, q; > 0. No caso em que } ﬁhH ‘ = 0, o método de Galerkin é automaticamente

recuperado.

Observagao 5.1.1. Uma hipétese similar a (5.4) é utilizada em (Shih e Elman,
2000) para provar a convergéncia do método de captura de descontinuidades
desenvolvido em (Codina, 1993). E mencionado que o limite inferior qo € tdo
pequeno quanto €/h, embora nenhuma prova seja apresentada. Na prdtica, a
condi¢ao (5.4) € violada em algumas situagoes onde as caracteristicas numéricas
e camadas limite sao pequenas. FEstes casos sao tratados escolhendo o wvalor
do parametro de estabilizagao igual a zero, de forma que o método resultante é

localmente definido como um método de difusdo nas linhas de correntes.
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A hipétese (5.4) implica em

1 h
Eelup) = Zh 18| > 100 = o1 H, com o1 > 0, (5.5)

1 h
Eelupy) = Zh ‘B,ﬂ < qu =o09H, com oy >0 . (5.6)

O proximo lema demonstra duas propriedades importantes que o operador

nao linear D(ug,ull,v}T) satisfaz, a saber, coercividade e continuidade em H'(T').

Lema 5.1.1. Supée-se que as desigualdades (5.5) e (5.6) sejam vdlidas. Entao,
o operador nao linear D(-,-,-), definido em (4.11), satisfaz para cada T € Ty, as

sequintes propriedades de continuidade e coercividade:

D(ug,ui', o) < oaH[Vuy |lor|| Voil o

D(v, vy, vy) = olH [V |5

onde o1 e 09 sao constantes reais positivas.

O
Demonstracao: Para demonstrar a continuidade, parte-se da definicao do

operador, a saber
D(ug,uy', v = (Ecum) Vuy', Vol )r.
Usando (5.6) e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue que
D(um, uy!,vy') < o2 H|[ V! o[ Vo oz
Usando (5.5), a coercividade resulta em

D(vg, vl vf) = (&(vn) Vo', Voil)r
> 01H||valj||(2),T-
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Definicao 5.1.1. (Norma Tripla) De (2.15) e do Lema (5.1.1), define-se a

sequinte norma

Healll> = > oollonllsr + el Vorllsr + or HI Vo5 - (5.7)
TeTy

U
O dois proximos lemas sao importantes para estabelecer a estimativa de erro

do método NSGS.

Lema 5.1.2. Existe a > 0 tal que

D(UH>uhH>'U}IL{)

Y(H,h), Yul! e X7, VT eTy sup

< al|Vuy[lor -
v €Xp thHO,T

O
Demonstracgao: Usando o Lema 5.1.1, resulta que
D(ug, ug ,vi) < o2 H|[Vuy! o2 Vo oz
A hipétese (3.22) implica que [v |, = ||[Vvi o7 < ceaH v ||o.7. Logo
D(ug, ui!,vy') < ceaonl [ Vu! oz l|vg llor
< cea0a|| Vg ol (I = Pxyy)vnllor
< Ce20a|| Vo[l T = Pxy llllvnllor
< al|Vu! [lor/lvallo.r.
Como resultado, tem-se
D H , H
sup (wHauha'Uh) < aHVUhHHO,T-
preXp thHO,T
[ |

91



Lema 5.1.3. FExiste ¢g > 0 tal que

Yup, v, € X (oup,vp) < coas(uh,uh)l/szhHo.

Demonstracao:

Supoe-se que a,(,-) é L*-coerciva. Segue do Lema 2.3.1 e de (2.15) que

1
as(uhauh) = a(“ha“h) = <(U - §V : ﬁ)uhuuh) > UoHuhHg

com gg > 0, ou seja,

1
HuhHO S —as(uh, uh)1/2.
VY

Entao, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, tem-se

g
19150 o (s )2 [[0nlo.
0o

(un, va) < |osollunlloflvnllo <

_ ol

Neoh

Para o caso em que 0 = V - 3 = 0, a desigualdade é valida para ¢y = 0.

onde c¢g

Para estabelecer a existéncia de solucao, recorre-se ao Lema 5.1.4 que é

uma extensao do teorema do ponto fixo de Brouwer. A demonstracao deste lema

encontra-se em (Temam (1979), Lema 1.4 -pags. 164-166).

Lema 5.1.4. Sejam X, um espaco de Hilbert de dimensao finita com produto

escalar [-,-] e norma || e P uma fun¢do continua de X, em X, tal que

[P(u),u] >0 para [u]=k>0.

Entao existe u € Xy, [u] < k, tal que

P(u)=0.
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U
Um hipdtese importante para provar a unicidade da solucao aproximada
up, para a qual requer-se que a viscosidade artificial submalha seja minima, é

apresentada a seguir: Se u;, € X}, é solugao do problema (4.12), entao

188 (um)| < |Bf (wr)|, Ywr € Xu, (5.8)

ou seja,

gc(UH) < gc(wH) va S XH-

Observacao 5.1.2. Vale ressaltar que essa hipotese € apenas uma conjectura,
de modo que sua prova permanece ainda em aberto. FEsta hipotese € utilizada
para a demonstracao da unicidade da solug¢ao aproximada uy. Isso significa que o
resultado de unicidade de solucao apresentado neste trabalho estd condicionado a

satisfagao da hipdtese (5.8).

5.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta secao sao estabelecidas existéncia e unicidade de solugao para o método
NSGS. A existéncia de solucao é mostrada no Lema 5.2.1, enquanto que a unicidade
é apresentada no Lema 5.2.2.

Para demonstrar a existéncia de solucao para o método NSGS, utiliza-se o

Lema 5.1.4.

Lema 5.2.1. (Ezxisténcia de uy) Assume-se que B3 € [L®(Q)]¢, 0 € L®(Q) e
que (2.17) e (5.4) sao satisfeitas. Entao, existe uma solu¢ao uy, para o problema

(4.12).

Demonstracao:

Definem-se um produto interno em X, C Hg () por [u,v] = (Vu, Vv), com
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respectiva norma denotada por [u] = |u|;, e um operador P : X;, — X, por

[Puh,vh] = (R(Gu),vh)

O operador
R:X; — X
é tal que
R(G,) = (Ro Gy)(un),
com

G,: Xn— X,

= (Guyon) = Blun,vn) + Y Dlw,up! vfl) = (f,vn) € X,

TeTy

onde R ¢ o operador de Riesz e X} é o espaco dual de Xj,.

Entao, pela coercividade de B(-,-) e positividade de D(,-,-), tem-se que

[Pufwuh] = B(ufwuh) + Z D(uH>uhH>uhH) - (f> uh)
TeTy
> alupl? = || fllolunls

> Junli(elunly = [| fllo)-

Segue que [Pup,up] > 0 para [uy] = k e k suficientemente grande; mais

precisamente, k > || f|lo. O operador P ¢é continuo, pois B(-,-), D(-,+,-) e (f,) sdo

formas continuas. Portanto, as hipdteses do Lema 5.1.4 sao satisfeitas e conclui-se
que existe uma soluc¢ao u;, para o problema (4.12).

[

O préximo Lema mostra que o método NSGS (4.12) possui uma unica

solucdo. Este resultado é baseado na hipdtese (5.8).

Lema 5.2.2. (Unicidade de up) Assume-se que as hipdteses (5.8) e do Lema

5.2.1 sejam wverdadeiras. FEntdo, existe uma unica solu¢ao uy, para o problema
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(4.12).

!
Demonstracao: Supoe-se que existem duas solugoes aproximadas uy, w, € X,
para o problema (4.12). Entao, subtraindo as duas equagoes correspondentes

obtém-se

B(up, — wp, vp) + Z (E(ug)Vul — &(wy) Vi, Vol )y = 0.

TeTy

Escolhendo vy, = uy, —wy, e usando (2.15) e Lema 2.3.1 na equagao anterior, resulta

(Ee(um) Vg = E(wn)Vwy', Vg — Vwy!) + €|V (up, — wh)[[§ + oollun —wa [ < 0.
(5.9)

Agora, como uy, e wy, sao solugoes de (4.12), segue da hipdtese (5.8) que

Eelum) < Ee(wm) e Ee(wn) < E(um),

ou seja, &(uy) = &(vy) = a > 0. Dessa forma, tem-se

(Eclun) V' = E(wn) V', V| = V') = a(V (wy —wy!), V(| —wy)) > 0.

(5.10)
Consequentemente, (5.9) e (5.10) conduzem a
|V (un — wp)|[5 + oollun — wallg < 0.
Entretanto, como € > 0, g > 0 e up — wy, € X}, obtém-se
Up = Wp,.
[ |

Observacao 5.2.1. (Contrapartida para o NSGS da Observagio 35.1.1)
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Introduzindo a notacao

Bh(Uh,'Uh) uhvvh Z D U‘H7uh » Up, )

TeTy

tem-se que

Vo, € Xy, Bp(up,vn) = B(u,v);

\V/'Uh - Xh, VUH - XH, Bh(uH,vh) = B(UH,Uh).

A primeira igualdade € obtida subtraindo (4.12) de (2.12). A sequnda
desigualdade resulta do fato que uy nao possui escalas submalhas.

A forma Bp(-,-) € definida somente no espago discreto Xy x Xp,. Dessa
forma, a expressio By(u,vy) ndao tem sentido para uw € X e u & X, pois u ndao

tem a priori nenhuma decomposicao em Xg & X/

Uma estimativa de erro a priori para o problema (4.12) é apresentada na

proxima secao.
5.3 Estimativa de Erro a Prior:

A estimativa de erro a priori para o problema (4.12) é estabelecida pelo
Teorema 5.3.1. A andlise segue a abordagem utilizada em (Guermond, 2001) e

(Cawood et al., 2002).

Teorema 5.3.1. Sejam k > 0 eu € H*Y(Q)NH () a solugdo do problema (2.9)-
(2.10), com g = 0. Assume-se que a hipdtese (5.4) € satisfeita e que e < H < 1.
Se uy, € a solugao aprorimada obtida por (4.12), entdo

1/2

1
Y el V(= un)l§r + as(u = wnyu = w) | + o Hl|up! 50| < cH* 2 .
TeTy

(5.11)

Assumindo que (2.15) seja satisfeita, ou seja, a forma as(-,-)|r é L*(T)-
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coerciva, entao

1
llu = unlll < eH*2 [lullgs, (5.12)

onde a norma ||| - ||| € definida em (5.7).

Além disso, tem-se as sequintes estimativas para a solu¢do ug:

lu—umllo < cH 3l (5.13)
€
7\ /2
k
IVl < e 1+ (%) ]H e (5,14

O
Demonstracao: Sejawy € Xy ainterpolante de u em 7' e introduz-se as seguintes

definigoes:
Nh = U — WH; €h = WH — Up; U — Up = Np + €.
Subtraindo (4.12) de (2.12) obtém-se a equacao que controla ey, dada por

Blep,vp) + Z D(ug,ufl vy = =B, vn), Yo, € X (5.15)
TeTy

Como Xy ¢ um espago invariante pelo operador linear Py, : X; — Xy, entao

u, = up— Px,uy

= up —wy — Px, (up —wg)

= —€p _'_PXHeh
= —(I — PXH)€h
"

Portanto, usando este resultado e tomando e;, como fungao teste, a equagao (5.15)
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pode ser reescrita como

B(ep, ep) Z D(up, e ex') = —B(nn, en).

TeTy

Usando (2.13), (2.14) e Lema 5.1.1, resulta

e > IVenllsr+ aslenen) + Y orHIIVefl |5 < =B, en).

TeTy TeTy

Como ay(ny, en) = 3 [a(nn, ) + alen, my)] (ver (3.2)), entdo

a(nn, en) = 2as(en, nn) — alen, nn)

e desta forma, — B(n, e,) pode ser escrito como

—B(nn,en) = —e(Ven, V) — 2as(en, nn) + alen, nn).

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Desta forma, o lado direito de (5.17) dado por (5.18) pode ser limitado conforme

mostrado a seguir.

Para o primeiro termo, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Young,

obtém-se

—e(Ven, Vi) < e Y [Venldr + Z IV 015 -

TeTy TGTH

Para o segundo termo, utilizam-se o Lema 3.1.1 e a desigualdade de Young,
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obtendo-se

1
—2as(€h,7lh) < /~L2a(6h7€h)+u_a(nhanh>
2
< ppalen, en) TEL > 1B V77h||0T||77h||0T+ Z 1nnI5. 7
2 TETH TeTy
< poalen, en) + Z H|B - Vulls ¢
TETH
|U|OO)
+ a5,

Finalmente, para o terceiro termo usa-se o Lema 5.1.3 e a desigualdade de Young

para obter

alen,mn) < (B-Ven,m) + coas(en, 6h>1/2’|77h||0

2
¢
< (B Ven,m) + psas(en, en) + 4—0 Z 179815 7
TeTy

Introduzindo estas trés desigualdades em (5.17), obtém-se

e(1—m) D IVenllsr + (1= po = ps)as(enen) + Y o1 H|IVey |57 <

TeTy TeTy
€ T4
(B~ Venm)+ 5~ SAVle+=2 D HIB-Vnulldr
M pery 2 TETH
H! |U‘oo )
+ +— 1715,
(5.19)
Agora, considera-se o termo restante, (3 - Ve, ny), isto é,
(B-Ven,mn) < Z 18- Venllorllnmllor
TeTy
< > (18- Veullorlmllor + 18- Vei lozlnmllor) -(5.20)
TeTy

Para limitar o termo ||3- Vey||or, utiliza-se a condicao inf-sup discreta (5.3). Note
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que

(B-Veu,v) = —(B Vel v) —e(Ven, Vou) — (gen, vn) — D(ug; er, vih)

— €(Vnn, Vo) — a(np, vp).

Entao, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, estimativa inversa (5.2) e

Lemas (5.1.1) e (5.1.3), obtém-se

B-Vey,v
colB-Veulor < sup LY o)l %

v €Xp(T) ||Uh||0,T

18- Veil o+ ceH [ Venllo + coas(en, en) | + al[Vei! o

T
+ csas(en, en) |1

IN

+ el M| Villor + 118 Vinllor + olslnllor + csas(en, en) |7

IN

ceH M |Vanllor + 18- Vanllor + lolsolnllor

+ ceH‘lHVehHQT + (Oé + |,3‘oo)||V€hH||07T + (Co + 05)as(eh, €h>1/2|T-
Consequentemente, o termo ||3 - Vey||or||nnllor em (5.20) é limitado por

18- Venllozlmllor < c(eH [ Vanllozlnllor + 18- Vaulozlnullor + lnnl5 2

+eH M| Venllorlmmllor + 11Vel loxlmmllor + as(en, en) 2| 7lnullor) -

Aplicando a desigualdade de Young em cada termo obtém-se

1 _ 1. 1
18- Feulurlmlor < ¢ (S IVmlBs + 31 e + 3H18- Yl ot

1 1 _
SH o + Il + paell Venllg r + m—€eH ™ |[mll5
2 A1y
1 1
s H ||V e 1§+ ——H g 7 + moas(ens en)lr + —||77h||3,T) :
Apus 4pte

Agora, retornando para (5.20) e (5.19), e escolhendo py = py = pg = 1/4, po =
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pe = 1/8, uy =1/16 e us = 01/2, resulta

Y [eVenlss + aslen en)lr + o HI Ve 5 2] < ¢ D [(EHT + )| Vimlgr

TeTy TeTy
+H||B-Vullgr+ (L4+H ™+ eH?)|mnll5 7] -

(5.21)

Usando a desigualdade triangular, a propriedade de aproximagao (5.1) e

considerando € < H, obtém-se a estimativa (5.11) dada por

1/2

Y el —wn)[§r + as(u = unu —w)lr + o HI[ V! [§7 | < eH 2 ullgs.
TeTy

Para o caso em que a,(-,-) é L*(T)-coerciva, ou seja,

as(en,en) > oollenlls,

obtém-se

1
llenlll < eH = uli, (5.22)

onde a norma ||| - ||| é definida em (5.7). Usando a desigualdade triangular, a

estimativa (5.11) ¢é obtida, ou seja,
1
Il = unlll < llenlll + lnalll < cH* =l

Para obter a estimativa (5.13) observe que

lu—unllo < llu—unllo+ llugll
< lu—unllo + leqllo
< lu—unllo + llenllo + llexllo
< 2lenllo + lInnllo + llexlo.
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Como Py,, é estdvel em L2, entao |eg|lo < c|lenllo- Logo
lu = urllo < cllenllo + [[nnllo-
Usando a propriedade de aproximagcao (5.1) e (5.22) obtém-se
lu = umllo < cH**3 i (5.23)

Finalmente, observando que

IN

IV (w = )l IV (= un)lo + [V o

< |Venllo + 1Vmnllo + Vi [lo

e usando a propriedade de aproximacao (5.1), a hipétese e < H e (5.21), obtém-se

a estimativa (5.14), ou seja,

IV (u—un)lo < ¢

7\ /2
1+ (4) ] ¥l

[ |
No caso em que a,(-,-) é L-coerciva, obtém-se a seguinte estimativa em

L?(2) para a solugao uy,:
1
lu —unllo < cH**2lullis. (5.24)
Para o gradiente da solucao submalha obtém-se

IVuillo < cH*|lullpsa (5.25)
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e para o gradiente da solucao aproximada uy,, a estimativa é
IV = Funllo < —=H" s (5.26)

Pode-se observar que a estimativa em L?(€2) ¢ similar a dos métodos estabilizados,
tais como SUPG e o préprio método SGS. O estudo de convergéncia do método

NSGS, através de experimentos numéricos, é apresentado no proximo capitulo.
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Capitulo 6

Resultados Numeéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados dos experimentos realizados
com a metodologia proposta nesta tese. Alguns resultados sao comparados com
outros métodos, tais como os métodos de Galerkin, SUPG, SGS e CAU. Na Secao
6.1, varios problemas sao resolvidos de forma a caracterizar o comportamento do
método NSGS em relagao a outros métodos. Na Segao 6.2 sao realizados trés
experimentos numeéricos para estudar a convergéncia do método NSGS. Em todos
os experimentos foram utilizados métodos diretos para a resolucao dos sistemas

lineares. Para a malha utilizada (Figura 3.6), o comprimento caracteristico é dado

por pu(h) = 2 |T§|1/2 ~ 2 onde |T}| é a drea do elemento Tj,.
6.1 Resolucao de Problemas

Nesta segao sao realizados sete experimentos numéricos com o método NSGS.
Alguns resultados sao comparados com os métodos de Galerkin, SUPG, SGS e
CAU. Os exemplos 01 e 02 sao resolvidos usando os Algoritmos 1 e 2 apresentados
no Capitulo 5. Nos exemplos restantes utiliza-se somente o Algoritmo 2. O nimero
maximo de iteragbes para ambos algoritmos é 50. A convergéncia é avaliada em
todos os graus de liberdade da escala resolvida através de uma tolerancia prescrita

tol = 1073,
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6.1.1 Exemplo 01 - Problema de Convecgao-Difusao

Neste exemplo, o método NSGS é utilizado para resolver o problema
apresentado no Exemplo 1 da Secao 3.3 - Capitulo 3, que representa um problema
de conveccao-difusao predominantemente convectivo. As solugoes obtidas pelos
métodos SUPG e SGS sao mostradas nas Figuras 3.7, 3.8 e 3.10 do Capitulo 3. A
Figura 6.1 mostra as solugoes (uy) com condi¢oes de contorno impostas fortemente
e fracamente, utilizando o Algoritmo 1. A solucao obtida com a imposi¢ao forte
das condigoes de contorno apresenta oscilagoes na camada interna e uma pequena
oscilacao na camada externa, enquanto que impondo as condi¢oes de contorno de
Dirichlet fracamente, a camada limite externa é bem representada. Entretanto,
observa-se um aumento das oscilacoes na camada limite interna.

As solugoes obtidas usando o Algoritmo 2 sdo apresentadas na Figura 6.2. A
camada limite interna é bem representada, restando pequenas oscilacoes na regiao
de saida do fluxo, quando as condi¢oes de contorno de Dirichlet sao impostas
fortemente. Assim como a solucao obtida com o Algoritmo 1, a camada limite
externa é representada precisamente quando as condi¢oes de contorno de Dirichlet
sao impostas fracamente.

O Algoritmo 1 conduz a solugoes menos precisas do que o Algoritmo 2, visto
que mantém o SGS (com ¢, = 1) nas regides de solugao regular. A convergéncia dos
procedimentos iterativos definidos pelos algoritmos depende do tipo de imposigao
das condigoes de contorno Dirichlet utilizada. A solucao obtida usando condigoes
de contorno forte convergiu em 5 iteragoes para o Algoritmo 1 e em 47 iteragoes
para o Algoritmo 2. Quando as condigdes de contorno de Dirichlet sao impostas
fracamente, observa-se que a convergéncia dos dois algoritmos é acelerada. Neste

exemplo, os Algoritmos 1 e 2 convergiram em 3 e 20 iteragoes, respectivamente.
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Figura 6.1: Exemplo 01 - Método NSGS: solugdes uy com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 1.

6.1.2 Exemplo 02 - Problema de Conveccgao-Difusao com Termo de

Fonte

Neste exemplo, o método NSGS é utilizado para resolver o problema
apresentado no Exemplo 2 da Secao 3.3 - Capitulo 3, que consiste num problema
de conveccao-difusao com conveccao dominante e termo de fonte diferente de zero.

As solucoes obtidas pelos métodos SUPG e SGS sao mostradas nas Figuras
3.12, 3.13 e 3.14 do Capitulo 3. As solugbes (uy) obtidas pelo método NSGS sao
mostradas nas Figuras 6.3 e 6.5, usando os Algoritmos 1 e 2, respectivamente. Na
Figura 6.3-(a), a solugao obtida com imposigao forte das condi¢oes de contorno
apresenta oscilagoes em toda camada externa. O método usando o Algoritmo 1
estagna. Impondo as condigoes de contorno de Dirichlet fracamente, as camadas
limite externas sdao bem representadas (Figura 6.3-(b)) e a convergéncia do
procedimento iterativo ocorreu em 2 iteracoes.

A solugao obtida com o Algoritmo 2 também estagna quando a imposicao
forte das condigoes de Contorno de Dirichlet é usada e apresenta oscilagoes espiirias
nas camadas limite externas em y = 0 e y = 1 (Figura 6.5-(a)). Essas oscilagoes
desaparecem completamente quando as condigoes de contorno de Dirichlet sao
impostas fracamente (Figura 6.5-(b)) e o algoritmo iterativo convergiu em 4

iteracoes.
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Figura 6.2: Exemplo 01 - Método NSGS: soluges uy com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 2.

As solugoes ui! associadas as escalas submalhas sao apresentadas nas Figuras

6.4 e 6.6, usando os Algoritmos 1 e 2, respectivamente. Observa-se que estas
solugoes identificam precisamente as regioes que apresentam fortes gradientes.

Os exemplos anteriores mostram que o NSGS, utilizando o Algoritmo 2,
conduz a solugoes mais precisas do que quando utiliza o Algoritmo 1. Assim,
para os exemplos apresentados a seguir, as solucoes obtidas com o método NSGS

utilizam apenas o Algoritmo 2.

6.1.3 Exemplo 03 - Problema de Difusao-Reacao com Termo de

Fonte Constante

Considere neste exemplo o problema apresentado no Exemplo 3 da Se¢ao 3.3
- Capitulo 3, cuja solucao exata é um patamar em todo o dominio e apresenta
camadas limite em todo o contorno. As Figuras 3.15, 3.16 e 3.17 do Capitulo
3 exibem as solugoes obtidas pelos métodos de Galerkin e SGS. A Figura 6.7
apresenta as solugoes u;, obtida usando o método NSGS com condigoes de contorno
impostas fortemente e fracamente. A solucao obtida com imposicao forte das
condicoes de contorno nao representa de forma adequada a camada limite externa
(Figura 6.7-(a)), enquanto que, impondo as condigoes de contorno de Dirichlet

fracamente, a camada limite externa é precisamente representada, estando livre de
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Figura 6.3: Exemplo 02 - Método NSGS: solugbes uy com imposigao forte (a) e fraca

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 1.

oscilagoes (Figura 6.7-(b)). As solugdes uy (NSGS) sao apresentadas na Figura 6.8.

Da mesma forma, com a imposicao forte das condigoes de contorno de Dirichlet,

pequenas oscilagoes numéricas permanecem na camada limite externa.

6.1.4

Fonte Variavel

Exemplo 04 - Problema de Difusao-Reacao com Termo de

Neste exemplo é simulado um problema de difusao-reacao com

em um dominio © =|0, 1[x]0, 1[, com termo de fonte f dado por:

z,

1—x,

se x < 0.5 ;

se x > 0.5.

O campo de velocidades é nulo de modo que este problema caracteriza-se pela

dominancia dos efeitos reativos sobre os difusivos. As condigbes de contorno sao

u(0,y) = u(z,1) =1 e u(z,0) = u(1,0) = 0.
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Figura 6.4: Exemplo 02 - Método NSGS: solugdes ul! com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 1.

A solucao aproximada obtida pelo método de Galerkin apresenta oscilagoes
espurias localizadas na fronteira do dominio (Figura 6.9). Os resultados numéricos
mostrando o comportamento dos métodos SGS-P;/dois-niveis (usando ¢, =
1) e NSGS (Algoritmo 2) sado apresentados nas Figuras 6.10-6.12 e 6.13-6.15,
respectivamente. Estes experimentos foram realizados usando uma malha de
elementos finitos com H = 1/10.

As solucoes wuy obtidas pelos métodos SGS e NSGS apresentam um
comportamento bastante oscilatério na camada limite externa quando condigcoes
de contorno de Dirichlet sao impostas fortemente (Figuras 6.10-(a) e 6.13-(a)).
Essas oscilagoes sao amenizadas nas solugoes uy conforme podem ser observadas
nas Figuras 6.11-(a) e 6.14-(a), respectivamente. A representagao das camadas
externas melhora substancialmente quando as condicoes de contorno de Dirichlet
sdo impostas fracamente, conforme apresentado nas Figuras 6.10-(b), 6.11-(b),
6.13-(b) e 6.14-(b). Neste caso, as solugoes obtida por ambos métodos sao

completamente livres de oscilagoes espurias.
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Figura 6.5: Exemplo 02 - Método NSGS: solugbes uy com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 2.

6.1.5 Exemplo 05 - Problema de Conveccgao-Difusao com Velocidade

Variavel

Considere o problema de convecgao-difusao com coeficiente de difusao € =

107% e termo de fonte f = 0. O dominio é definido pela regiao retangular

Q={(z,y); —-l<z<l,0<y<l1}

e o campo de velocidades é

B =(2y(1 —2*), —22(1 — ¢?)).

Neste exemplo sao consideradas condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann.

As fronteiras de entrada I'_ e saida I, sao definidas pelos seguintes intervalos

' ={(z,0); -1 <z <0}

Iy = {(2,0):0 <o < 1},

respectivamente. Na fronteira I} é prescrita a condi¢ao de contorno de Neumann
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Figura 6.6: Exemplo 02 - Método NSGS: solugdes ul! com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet, utilizando Algoritmo 2.

homogénea
ou(z,0)
on

=0, 0<z<l.

Condicoes de Dirichlet sao prescritas no restante de I'. Na fronteira de entrada, a

grandeza transportada apresenta uma descontinuidade definida por

0, —1<2<-0,5;

1, —0,5<z<0.

Nas demais regioes da fronteira, prescreve-se

u(—=Ly)=u(z,1) =0 e wu(l,y)=1.

A descontinuidade em I'_ introduz uma estreita camada limite que se propaga
para o interior de €). Nos experimentos numéricos foi utilizada uma malha com
H=1/15.

A solugao obtida pelo método de Galerkin (Figura 6.16) é completamente
poluida por oscilagoes espurias, como esperado, visto que o problema caracteriza-

se pela dominancia dos fenomenos convectivos. O método SGS nao é capaz de
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Figura 6.7: Exemplo 03 - Método NSGS: solugoes uy com imposicao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.

representar de forma adequada a solugao deste problema (Figuras 6.17 e 6.18) .
As solugoes uy, e uy obtidas com a imposicao forte das condicoes de contorno de
Diriclet apresentam um comportamento bastante oscilatério nas regioes proximas
as camadas limites. As oscilacoes presentes na camada externa sao eliminadas
quando as condigoes de contorno de Diriclet sao impostas de forma fraca.

As solucoes up e upy obtidas pelo método NSGS com imposicao forte
das condigbes de contorno de Dirichlet (Figuras 6.19 e 6.20) apresentam ainda
pequenas oscilagoes préximas as camadas circular interna e externa ( lado direito
do contorno). Impondo as condigoes de contorno de Dirichlet fracamente, as
oscilagoes presentes na camada externa sao eliminadas completamente. A Figura
6.21 apresenta as solugoes submalha uf’. Observe como as regices de altos
gradientes ficam evidenciadas, as quais representam aquelas regides onde o termo

de estabilizacao submalha atua.

6.1.6 Exemplo 06 - Problema Conveccao-Difusao com Solugao Suave

Este problema simula o transporte, em um problema de conveccao-difusao,
de uma func¢ao seno em um campo de velocidades rotativo. Os dados do problema
sao:

e=10"% f=0, Q=]-0,5,0,5[
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Figura 6.8: Exemplo 03 - Método NSGS: solugbes uy com imposigao forte (a) e fraca
(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.

0

e o campo de velocidades é dado por

/6 = (_ya LL')

As condigoes de contorno sao homogeéneas, isto é,

u(z,y) =0, ¥(z,y)el.

Na fronteira interna {(0,y);y € [0, 5,0]} é prescrita a funcao

u(0,y) = —sen(2my).

As solugbes aproximadas obtidas com os métodos SUPG, CAU e NSGS sao
apresentadas nas Figuras 6.22 e 6.23, utilizando malhas com H = 1/10e H = 1/20,
respectivamente, e utilizando a imposicao forte das condigoes de contorno. Devido
a dominancia dos efeitos convectivos, a condi¢ao de contorno imposta na fronteira
interna deve ser propagada ao longo do dominio sem perda em sua amplitude,
isto é, os efeitos difusivos sobre o transporte sao minimos. Esta solucao é bem
representada pelo método SUPG, tomado neste exemplo como referéncia. Observa-

se que a solugao obtida com o método CAU introduz uma difusao efetiva que
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Figura 6.9: Exemplo 04 - Solugao obtida com o método de Galerkin.

provoca uma dissipacao nao fisica. A solucao obtida pelo método NSGS tem um
comportamento idéntico ao método SUPG, nao apresentando dessa forma nenhuma
dissipacao nao-fisica relevante. O mesmo comportamento é observado na solucao
das escalas resolvidas, as quais, por construcao, sao as que devem estar livres das
flutuagoes restritas idealmente as escalas submalha. A Figura 6.24 evidencia esta
observacao. Nela sao apresentadas as solucoes aproximadas na secao y = —0,25
obtidas com os métodos SUPG, CAU e NSGS. Na Figura 6.24-(b) sdo comparadas
as solugoes (com resolucdo da malha de h = 1/40) obtidas com os métodos SUPG
e CAU com a solugao das escalas resolvidas (ug) obtida pelo método NSGS e,
portanto, de menor resolugao (H = 2h = 1/20). Como mencionado anteriormente,
a solugao obtida pelo método NSGS é qualitativamente similar a solucao obtida
pelo método SUPG. A Figura 6.24-(a) apresenta uma comparagdo mais justa,
na qual se compara as solucoes obtidas com a malha menos refinada na segao
y = —0,25. Isto é, todas as solugoes comparadas foram obtidas com a mesma
resolucdo (h = 1/20). Nesta situagdo, fica mais evidenciada a distin¢ao entre as
duas metodologias nao-lineares. Observa-se também que a solugao uy, obtida com a
malha mais esparsa apresentou pequenas flutagoes nao-fisicas proximas a fronteira
externa, as quais sao filtradas na solugao resolvida. Deve-se ressaltar que elas sao
totalmente eliminadas através da imposigao fraca, apenas na fronteira externa, das

condicoes de contorno de Dirichlet.
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Método SGS: solugoes up com imposicao forte (a) e fraca

Figura 6.10: Exemplo 04

(

oes de contorno de Dirichlet.

das condig

)

b

(a) e fraca

Método SGS: solugbes uy com imposicao forte

Figura 6.11: Exemplo 04 -

(b)

das condic¢oes de contorno de Dirichlet.

a) e fraca

Figura 6.12: Exemplo 04 - Método SGS: solugoes uhH com imposicao forte (

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.
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a) e fraca

(

Método NSGS: solugoes uj, com imposicao forte

Figura 6.13: Exemplo 04

(

oes de contorno de Dirichlet.

das condig

)

b

(a) e fraca

Figura 6.14: Exemplo 04 - Método NSGS: solugbes uy com imposicao forte

(b)

das condic¢oes de contorno de Dirichlet.

Figura 6.15: Exemplo 04 - Método NSGS: solugdes ull com imposigao forte (a) e fraca

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.
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Figura 6.16: Exemplo 5 - Solugao obtida com o Método de Galerkin.

Figura 6.17: Exemplo 5 - Método SGS: solugdes uy, com imposigao forte (a) e fraca (b)
das condigoes de contorno de Dirichlet.
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y 0.4 y b
0.2 vy
0 U8 -U06 -U4 -0 1Y U U4 U6 038 1

0.1 —08 0% 04 -U: U 02 U4 06 U8 1
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Figura 6.18: Exemplo 5 - Método SGS: solugoes uy com imposigao forte (a) e fraca (b)
das condigoes de contorno de Dirichlet.
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Figura 6.19: Exemplo 5 - Método NSGS: solugoes u;, com imposicao forte (a) e fraca

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.
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Figura 6.20: Exemplo 5 - Método NSGS: solugoes uy com imposigao forte (a) e fraca

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.
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Figura 6.21: Exemplo 5 - Método NSGS: solugdes u/! com imposigao forte (a) e fraca

(b) das condigoes de contorno de Dirichlet.
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6.1.7 Exemplo 07 - Problema de Convecgao-Difusao-Reacao

Neste exemplo é considerado um problema de conveccao-difusao-reacao, cuja
solucdo exata e respectiva curva de nivel sdo apresentadas na Figura 6.25-(a)-
(b). Os coeficientes de difusdo e reacao da equagao sio ¢ = 107% e 0 = 2,

respectivamente. O campo de velocidades é definido por

B=(—(2y - 1)(7"3 — (7 — xo)2 —(y— yo)2), (27 — 1)(7"3 — (z - Io)z —(y— y0)2),

para 0 < (2 — z9)? — (y — yo)? <72 e B = (0,0) caso contrario. O termo de forga

e as condigoes de contorno de Dirichlet sao escolhidas de forma que

u(w,y) = 5+ —aretg [o(r} — (v = )" = (y ~ 90)")]

com g = yp = 0.5, 19 = 0.25 e a = 1000, é a solucao exata do problema.

As solugoes aproximadas, utilizando-se uma malha com H = 1/30,
juntamente com suas curvas de nivel, usando os métodos de Galerkin, SGS e
NSGS sao mostradas nas Figuras 6.25 e 6.26. Esta solucao é bem representada
pelo método de Galerkin. A soluc@o obtida pelo método NSGS (solugao uy,) (ver
Figuras 6.26-(c) e 6.26-(d)) é mais precisa que a obtida pelo método SGS (Figuras
6.25-(c) e 6.26- (d)).

6.2 Estudo de Convergéncia

Nesta secao sao apresentados trés experimentos para avaliacao das taxas de
convergéncia do método NSGS, utilizando a norma usual do espaco L? e a semi-
norma usual do espaco H'. Utilizou-se aqui a segunda versao do método NSGS
(Algoritmo 2) com condigoes de contorno do tipo Dirichlet impostas fortemente.
Os resultados sao comparados com as taxas de outros métodos tais como Galerkin,
SUPG e SGS-Py / dois-niveis. Todos os experimentos numéricos foram realizados no
dominio =0, 1[* e foram utilizadas malhas estruturadas como a apresentada na

Figura 3.6 com 5, 8, 10, 16, 20 e 24 particoes da escala resolvida em cada direcao.
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Em todos os casos, foi utilizada a regra de integracao numérica por quadratura

gaussiana com 7 pontos de integragao.

6.2.1 Exemplo 08 - Problema de Conveccao-Difusao-Reacao

Considere o problema de convecgao-difusao-reagao com B = (1,0), 0 = 1
e o coeficiente de difusao dado por € = 1073,107° ¢ 10~". O termo de fonte f e
as condigoes de contorno de Dirichlet sao escolhidas de forma que a solucao exata
(Figura 6.27) seja

(x —0.5)> by —0.5)?

u(x,y)zexp(— . — , ), a=02 e b=3.

As taxas de convergéncia para os varios valores de € sao apresentadas nas
Figuras 6.28, 6.29 e 6.30. Taxa de convergéncia 6tima O(h?) para as normas
|lu — upllo e ||u — ugllo sdo obtidas para os métodos NSGS e SGS (com ¢, =
1) em todos os experimentos realizados. Isto acontece também com o método
de Galerkin e SUPG para a norma ||u — uyllo. Na norma ||[Vu — Vuy||o, todos
os métodos apresentam taxas de convergéncia aproximadamente O(h). Para a
norma ||[Vu — Vuyllp calculada para os métodos NSGS e SGS obteve-se taxa
O(h). Observa que as taxas obtidas pelo NSGS usando a solugao uy apresentam
comportamento mais estavel quando comparadas as obtidas com a solucao u,. A
taxa 6tima O(h?) na norma do espaco L? era esperada apenas para o método de
Galerkin, uma vez que os métodos NSGS, SGS e SUPG de acordo com a analise

numérica, apresentam taxa O(h'9).

6.2.2 Exemplo 09 - Problema de Convecgao-Difusao

Neste estudo de convergéncia é considerado um problema de convecgao-
difusdo com campo de velocidades definido por 8 = (1,0). Experimentos sao
realizados com coeficientes de difusdo iguais a € = 1072 e € = 107%. O termo de

fonte e condigoes de contorno de Dirichlet sao escolhidos de forma que a solugao
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exata seja expressa por

u(zx,y) = sen(mwx)sen(my),

conforme apresentada na Figura 6.31. As Figuras 6.32 e 6.33 apresentam as taxas
de convergéncia nas normas consideradas.

Quando € = 1073, os resultados apresentados na Figura 6.32 indicam que
taxas de convergéncia 6tima O(h?) para a norma ||u — ugllo e préxima a O(h?)
para |lu — uy||o sdo obtidas para os métodos NSGS e SGS (¢, = 1). Os métodos
de Galerkin e SUPG tém taxa 6tima, O(h?), para a norma ||u — uy||o. Na norma
| Vu—Vuylo, todos os métodos apresentam taxa O(h). Na norma ||[Vu— Vug||o,
calculada apenas para os métodos NSGS e SGS, ambos os métodos apresentam taxa
O(h). Parae = 1079, existe um relevante deterioramento das taxas de convergéncia
para o método de Galerkin, em ambas as normas. Os métodos NSGS, SGS e SUPG
apresentam taxas O(h?) na norma do espaco L? e O(h) na semi-norma do espaco

H'.

6.2.3 Exemplo 10 - Problema de Convecgao-Reacgao

Considere o problema de convecgao-reacao com 3 = (1,0) e 0 = 1. O
termo de fonte f e as condi¢oes de contorno de Dirichlet sao definidas de forma
que a solucao exata seja a mesma do Exemplo 08. As taxas de convergéncia sao
apresentadas na Figura 6.34.

Neste experimento, avalia-se o comportamento das taxas do método SGS
com diferentes coeficientes, a saber ¢, = 1 e ¢, = 0,1. Todos os métodos (NSGS,
SGS, SUPG e Galerkin) apresentam taxas de convergéncia étima O(h?) para a

norma || - |o e taxa O(h) para a semi-norma de H'.

6.3 Comentarios Adicionais

O método NSGS proposto nesta tese, assim como o SGS, é baseado na
decomposicao dos espagos de aproximagao em duas escalas, a resolvida e a

submalha. Para a aproximacao em dois niveis utilizada nesta tese, o custo
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computacional advindo desta estratégia é claro: é necessario resolver uma malha
com resolucao h para obter a solucao resolvida na resolucao H = 2h. Neste
contexto, é essencial o desenvolvimento de estratégias para a resolucao eficiente da
metodologia proposta. Isto engloba o desenvolvimento tanto de estruturas de dados
eficientes para o armazenamento e gerenciamento dos dados, quanto o de métodos
apropriados para a resolucao de sistemas de equacoes algébricas. A identificacao
dos operadores espaciais que estabelecem as correspondéncias entre escalas pode
vir a contribuir nesta dire¢ao. Note que as varidveis resolvidas e nao resolvidas
estao relacionadas umas com as outras por um operador de compressao (que atua
da micro para a macro escala) e por um operador de reconstrucao (definido da
macro para a micro). Assim, a identificacao destes operadores pode vir a permitir
o estabelecimento, por exemplo, da correspondéncia entre diversos métodos de
projecao tais como o de multiplos niveis e multigrid com os métodos estabilizados
e multiescalas.

A segunda versao do método NSGS (Algoritmo 2), a qual recupera o método
de Galerkin quando a solugao é regular o suficiente, mostrou-se menos difusiva
que a primeira versao, conforme desejado. Entretanto, a estagnacao da solucao
aproximada foi observada em algumas situacoes. Este comportamento também é
observado em alguns métodos de captura de discontinuidades, como o CAU. Nos
métodos estabilizados, a estagnacao é resolvida congelando-se a difusao efetiva
introduzida pelo método de captura quando a estagnacao é verificada. No presente
caso multiescala, este comportamento, assim como as técnicas para contorna-lo e
para aceleracao de convergéncia, devem ser investigados em trabalhos futuros.

Finalmente, a incorporagao no método NSGS (Algoritmo 2) da metodologia
de introducao fraca das condicoes de contorno de Dirichlet conduziu a
uma metodologia precisa para a resolucao de problemas de transporte
predominantemente convectivos ou reativos. Observou-se ainda uma aceleracao da
convergéncia do processo iterativo em relacao ao procedimento usual de introdugao

de forma forte das condig¢oes de contorno do tipo Dirichlet.
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(a) Método SUPG (b) Método CAU

0
X X

(c) Método NSGS - (up) (d) Método NSGS - (ug)

Figura 6.22: Exemplo 06 - Transporte rotativo: solugoes aproximadas (malha com
H =1/10).
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(b) Método CAU

(¢) Método NSGS - (up)

Figura 6.23:

(d) Método NSGS - (ug)

Exemplo 06 - Transporte rotativo: solugoes aproximadas (malha com

T T T T T T T T T T
CAU —— CAU ——
14 SUPG ~----n- b 14 SUPG -===-=- 7
NSGS - U_h (h = 1/20) ++++-+- NSGS = U_H «+eeeree
NSGS - u_H (h = 1/40) e
121 4 12F 4

g g
- =
£ £
: :
g g
2 2
: :
3 3

L
-0.2 0 0.2 0.4

(a) malha com H = 1/10

-0.4

Figura 6.24: Exemplo 06 - Transporte rotativo: solugoes aproximadas

y = —0.25.
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(b) Curvas de Nivel da solucao exata

(¢) Método de Galerkin (d) Curvas de Nivel da solucao de Galerkin

Figura 6.25: Exemplo 07 - Solugoes exata e de Galerkin.
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0 0.5 1

(a) Método SGS (¢, = 1) (b) Curvas de Nivel da solucao SGS

0 0.5 1

(¢) Método NSGS - (up) (d) Curvas de Nivel da solu¢ao NSGS

Figura 6.26: Exemplo 07 - Solugoes utilizando os métodos SGS e NSGS.

Figura 6.27: Exemplos 08 e 10 - solucao exata.
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Figura 6.28: Exemplo 08 - Taxas de convergéncia - € = 1073,
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Figura 6.29: Exemplo 08 - Taxas de convergéncia - € = 1075,
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Figura 6.30: Exemplo 08 - Taxas de convergéncia - € = 107",

Figura 6.31: Exemplo 09 - solucao exata.
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Figura 6.32: Exemplo 09 - Taxas de convergéncia - € = 1073,
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Figura 6.33: Exemplo 09 - Taxas de convergéncia - € = 1076,
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Figura 6.34: Exemplo 10 - Taxas de convergéncia.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese é desenvolvido e analisado um método nao linear submalha
para problemas de convecgao-difusao-reacao lineares e estacionarios. O método,
denominado NSGS (Nonlinear Subgrid Stabilization), é baseado em uma
decomposicao em duas escalas dos espacos de aproximacao e do campo de
velocidades. Uma viscosidade artificial nao linear agindo somente na micro escala é
adicionada. A quantidade de viscosidade submalha é automaticamente introduzida
de acordo com o residuo da equagao associada as escalas resolvidas, a nivel de
elemento. Neste sentido, ele pode ser considerado um método auto-adaptativo,
com a vantagem de ser livre de parametro de estabilizacao.

A metodologia proposta é baseada no metodo de estabilizacao linear
submalha SGS (Guermond, 1999, 2001) e no método de captura de
descontinuidades CAU (Galedo e do Carmo, 1988). O método NSGS, formulado
com a imposicao fraca das condig¢oes de contorno de Dirichlet, mostrou-se adequado
na solucao de problemas de transporte para uma larga faixa de parametros,
conduzindo a solugoes estaveis, tanto local quanto globalmente.

O método desenvolvido diferencia-se dos métodos propostos na literatura em
dois aspectos principais. Em primeiro lugar, a formulagao variacional é construida
adicionando ao método de Galerkin apenas um operador submalha nao-linear. Em
segundo lugar, conseguiu-se desenvolver um método totalmente independente de

parametros. A partir da decomposi¢ao em duas escalas do campo de velocidades,
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a viscosidade artificial submalha é automaticamente ajustada pela qualidade da
solucdo resolvida (residuo), sem a necessidade de qualquer ajuste adicional. Em
outras palavras, a estabilidade e precisao da solucao obtida deve-se a escolha
apropriada, e localizada, da difusao artificial submalha.

A andlise numérica do método com estimativas de erro a priori é apresentada.
Estas estimativas sao equivalentes as obtidas para o método linear SGS e vérios
métodos estabilizados.

O método desenvolvido nesta tese mostrou-se bastante promissor,
apresentando varias perspectivas para desenvolvimentos futuros. Por ser uma
metodologia bastante recente, muitos aspectos importantes pertinentes a qualquer
desenvolvimento de um método numérico, sao temas de investigagoes futuras.

Um primeiro tema refere-se as extensoes naturais do método desenvolvido
para problemas transientes e nao lineares. A utilizacdo de diferentes espacos
de elementos finitos deve ser avaliada e a dependéncia do método com a malha
deve também ser investigada para uma futura utilizacao do método no contexto
de malhas nao estruturadas. Além disso, como observamos que a componente
submalha da solucao traz consigo informagoes relevantes sobre a qualidade da
solugao resolvida, tais indicacoes podem ser incorporadas em um processo de
adaptagao de malha na busca de solugoes precisas com custo minimo.

Um outro aspecto importantissimo para garantir a usabilidade futura da
metodologia desenvolvida refere-se as suas caracteristicas computacionais. A
resolucao de métodos submalha pressupoe que os espacos de elementos finitos sejam
decompostos em dois niveis. Uma possivel escolha para estes espagos (adotada
nesta tese) estd associada a construcdo de duas discretizagoes (aninhadas),
havendo a necessidade do desenvolvimento de estruturas de dados tais que a
manipulacao de dados seja eficiente do ponto de vista computacional. Neste
contexto, é fundamental o estudo e andlise de estruturas de dados eficientes para
manipular os dados das escalas macro e micro. Este aspecto esta intrinsicamente

associado ao método de solucao do sistema de equacoes algébricas resultante e aos
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precondicionadores utilizados.

Finalmente, mas nao menos importante, a metodologia desenvolvida, que
unifica idéias da modelagem fisica e da aproximacao numérica, pode ser estendida
para a solugao de problemas (acoplados ou nao) de transporte e circulagao com

presenca de efeitos turbulentos.
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Apéndice A

Al Problema de Minimizagao

O problema de minimizacao ¢é definido por:

;

. 1 H|2
minimizar B, = 3 }Bh ‘

sujeito a

—eAug + By - Vug +oug=f emT € Ty.

Este problema pode ser resolvido via a técnica dos multiplicadores de Lagrange.
Dado ug € Xy, solucionar o problema de minimizacao é equivalente a determinar

o par (B;', \) que torna estaciondrio o funcional:

J(/BhH7)\):/|:%‘/BhH‘2+)\<_€AU,H+ﬁH~VUH+O'UH_f) ).
T

Primeiro, demonstra-se que 3} - Vuy = R(uy). De fato, tem-se

—eAuy + 8- Vug +ouyg — f = R(ugy)

—eAug + By - Vuy + oug — f = 0.

Subtraindo estas equagdes uma da outra, obtém-se o resultado desejado.
Como uy € Xp, definido em (3.35), as funcoes B1, By, um, e f possuem

regularidade suficiente em cada T € Ty de forma que o funcional J(B;', \) seja
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bem definido.

A condicio de estacionaridade §J(Bf, \) = 0, implica que

53BN = / (B - 681 — 68 - A\Vuy + X (—eAuy + By - Vuy + ouy — f)] dQ

T

= / [(ﬁhH — AVuy) - 5ﬁhH + A (—€Auy + By - Vuy + ouyg — f)} dQQ
T
0.

Assim, obtém-se

B — A\Vuy =0,
SJBEN=0 =

—eAug + By - Vuy + oug — f = 0.

Considerando Vuy # 0 tem-se
B —AVuy =0 = (8 —A\Vuy)-Vuyg =0

Entao,
‘(5UH|2 |VUH|2

se  |Vug| #0.

Por outro lado, para Vuy = 0, define-se A = 0. Dessa forma, encontra-se
Bi =o0.

Segue-se, entao, o resultado desejado:

Rlun) Vuy, seVuyg #0;

[Vug|?

0; caso contrario.
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