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Equacao de Conveccao-Difusdo-Reacao

Achar u = u(x, y) tal que

—eAu+pB-Vu+ou = f, emQ,;
u = g, sobre 0f.

v

Q C R? aberto limitado com fronteira poligonal, I = 99Q;
u:Q—=R;

» 0 >0ee> 0 sdo constantes, f € L2(Q);
V-8=0g=0.

v

v




Aplicacoes

Modelagem matematica de vérios problemas em engenharia e
ciéncias naturais:

> eletro-quimica;

v

turbuléncia;

v

dindmica de populacées;

> aculstica;

= transporte em geral.
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Formulacdo Variacional

Achar u € H}(Q) tal que

B(u,v) = (f,v), Vv e H}Q),
onde B : H}(2) x H}(2) — R é uma forma bilinear dada por
B(u,v) = /Q (eVu -Vv+(B-Vu)v+ O'UV) dQ2;
e (f,v) é uma forma linear (produto interno) em L2(S2) dado por

(F.v) = /Q FudSQ.
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Lema de Lax-Milgram = Existéncia e unicidade de solucdo




Método de Galerkin - Problema Discreto

Achar up € X, C H} () tal que

B(up, vp) = (f, vp),

Andlise de Convergéncia : ||u — upl| 2

> o "G‘fh (Péclet local);

> ‘”—h (Damkohler local).

‘ e’}

Dificuldades Numéricas:

€ << |Bloch e/ou

<

Yvy € X, C H3 ().

th“’m%
€

€ << oh?.



Método de Galerkin

Exemplo 01: Equag¢do Convecgdo-Difusdo-Reacdo Unidimensional

—ev"+u +u  =0em(0,1);
u(0) =0;
u(l) =1.

Bty am— Ela —

(a) €e=0.01 - Peclet =5 (b) € =0.1 - Peclet = 0.5




Método de Galerkin

Exemplo 02: Equacdo de Conveccao-Difusao Bidimensional

e=10"1% B=(1,1)T; f=0.

1 para03<x<ley=0

Condi¢bes de Contorno: u = .
0  caso contrario

08

(c) Solugdo Exata (d) Método de Galerkin
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Método de Galerkin

Exemplo 03: Equacdo de Conveccido-Difusdo Bidimensional

e=10"7; B=(1,0)T; f=1.

Condi¢cdes de Contorno de Dirichlet Homogéneas: u(x,y) = 0 em
r.

solugio

b =0.025

b 02 X

(e) Método de Galerkin (f) Método SGS
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Métodos Variacionais Estabilizados

Consistem em adicionar um termo a forma bilinear B(-,-), sem
comprometer a consisténcia do método de Galerkin classico:

Mét. Estabilizado | = [Mét. Galerkin | + | Termo de Pertubacio]

Achar u, € Xj, tal que

B(Uh7 Vh) + E(Uh./ Vh) = (f, Vh) Vv € Xp.

Os métodos estabilizados também s3o conhecidos como métodos de
Petrov-Galerkin.




Métodos Variacionais Estabilizados

Achar up, € X, tal que

B(up, vn) + E(up, va) = (f,vh)  Vvp € Xp,

onde
uh Vh Z Euh - f Thp(vh)dQ
TheTn” Th

» P(-) é um operador aplicado no espaco das fun¢des testes -
caracteriza cada método estabilizado;

> 7, € um parametro de estabilizacdo;

» (Lup — ) = R(up) é o residuo da equagdo diferencial.




Métodos Variacionais Estabilizados

Método SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) (Brooks e
Hughes, 1982; Johnson et al., 1984);

Uh Vh Z / £uh - f Th'P(Vh)dQ

TheTh
No método SUPG, o operador P(-) é dado por

P(vy) =B V.
O residuo da equacdo de difusdo-convecgido-reacdo é

Lup—f =—eAup+B-Vup+oup—f

e o parametro de estabilizacdo estd no préoximo slide.
' | FES



Métodos Variacionais Estabilizados

Pardmetro de Estabilizacdo do método SUPG:

h
2|8

Th =

1

= max{0,1 — —~—
¢ = max{0, Peclet

}

Obs: O método SUPG, aplicado ao problema de convecgio-
difusdo estacionario, unidimensional, com f = 0, com coeficientes
constantes e usando interpolacdo linear é nodalmente exato com

Th =

(coth( Peclet) —

28| Peclet)‘




Métodos Variacionais Estabilizados

Método GLS (Galerkin/Least Squares) (Hughes, Franca e Hulbert,

1989);

Uh Vh Z / Euh - f Th'P(Vh)dQ

TheTh

No método GLS, o operador P(-) é dado por
P(Vh) =Lvyp=—€eAvy+3-Vv,+ov.

O residuo da equacao de difusdo-conveccio-reacio é

Lup—f =—eAup+B-Vu,+ou,—f.

Em geral, utiliza o mesmo pardmetro de estabilizacdo do método

SUPG.
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Métodos Variacionais Estabilizados

Método USFEM (Unusual Finite Element Method) (Franca e
Valentim, 2000);

Uh Vh Z / Euh - f Th'P(Vh)dQ

TheTh

No método GLS, o operador P(-) é dado por
P(vp) = —eAvp, — B-Vvy+ ov.
O residuo da equacao de difusdo-conveccio-reacio é

Lup—f =—eAup+B-Vu,+ou,—f.

O parametro de estabilizacdo do método USFEM estd no préximo
slide. 1.-:
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Métodos Variacionais Estabilizados
Pardmetro de Estabilizacdo do método USFEM:

1
mkh2C(P62) + o ((Per)

C(X)Z{L se 0 < x <1,

Th =

x, se x > 1,
2¢e P . mk\ﬁ]h

Pei = —,Pey =
myoh?’ e

1 .
my = 3 = elementos lineares



Experimentos Numéricos - método SUPG

Exemplo 03: Equag¢do Convecgdo-Difusdo-Reacdo Unidimensional

—ev"+u +u  =0em(0,1);
u(0) =0;
u(l) =1.

(g) Galerkin X Exata (h) SUPG X Exata




Experimentos Numéricos - método SUPG
Exemplo 04: Equac¢do Conveccdo-Difusdo Bidimensional
e=10"12% B=(1,1)T; f=0.

1 03<x<1 =0
Condicdes de Contorno: u = para _,X, =Y
0  caso contrario

eeeeeee
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(i) Solugdo SUPG




Experimentos Numéricos - método SUPG

Exemplo 05: Equac¢do Convec¢do-Difusdo Bidimensional

f=1.

O)T;

Condicoes de Contorno de Dirichlet Homog

)

8=(1

=0em

)

y

)

€neas: u(x

o
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(I) Método SUPG

(k) Método de Galerkin
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