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Introducao
Método dos Gradientes

Método dos Gradientes Conjugados
Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES)
Método das Dire¢des Conjugadas a Esquerda (LCD)

Precondicionamento
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

@ Caracteristicas:

e S30 método diretos na sua esséncia, mas na prética s3o usados
como métodos iterativos. Portanto, a solu¢do aproximada
depende de uma tolerancia pré-fixada.

e A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b n3o s3o alterados durante o processo iterativo.

e Dependem de critérios de convergéncia relacionados a matriz
dos coeficientes A.
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

@ Caracteristicas:

e S30 método diretos na sua esséncia, mas na prética s3o usados
como métodos iterativos. Portanto, a solu¢do aproximada
depende de uma tolerancia pré-fixada.

e A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b n3o s3o alterados durante o processo iterativo.

e Dependem de critérios de convergéncia relacionados a matriz
dos coeficientes A.

@ Objetivo:
e Transformar o sistema Ax = b em um problema de
minimizac3o do residuo em cada iteracdo k
Irell = minllb — Axi|.
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

@ Caracteristicas:

e S30 método diretos na sua esséncia, mas na prética s3o usados
como métodos iterativos. Portanto, a solu¢do aproximada
depende de uma tolerancia pré-fixada.

e A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b n3o s3o alterados durante o processo iterativo.

e Dependem de critérios de convergéncia relacionados a matriz
dos coeficientes A.

@ Objetivo:
e Transformar o sistema Ax = b em um problema de
minimizac3o do residuo em cada iteracdo k
Irell = minllb — Axi|.

@ Complexidade: O(n?) por iteragio
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

@ Caracteristicas:

e S30 método diretos na sua esséncia, mas na prética s3o usados
como métodos iterativos. Portanto, a solu¢do aproximada
depende de uma tolerancia pré-fixada.

e A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b n3o s3o alterados durante o processo iterativo.

e Dependem de critérios de convergéncia relacionados a matriz
dos coeficientes A.

Objetivo:
e Transformar o sistema Ax = b em um problema de

minimizac3o do residuo em cada iteracdo k
[cll« = min[|b — Axi]|.«

Complexidade: O(n?) por iteragio

Conhecidos como Métodos baseados nos espacos vetoriais de
@ Os Métodos baseados nos espacgos de Krylov representam a classe
de métodos mais usadas em Djpamica dos Fluidos Computacional.



Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

Ideias Gerais dos Métodos lterativos Nao Estacionarios

@ Uma aproximacao na iteracdo k é caracterizada por:

@ Xx = Xg + z é uma solugdo aproximada de Ax = b, onde:
o z € Ky = span[rny, Any, A%rg, ..., AA"1ro)

k
e Z = Zizly,-u,-
e np = b*AX()

i \cad
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Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

Ideias Gerais dos Métodos lterativos Nao Estacionarios

@ Uma aproximacao na iteracdo k é caracterizada por:

@ Xx = Xg + z é uma solugdo aproximada de Ax = b, onde:
o z € Ky = span[rny, Any, A%rg, ..., AA"1ro)
_ «—k
° z=3 YU
e np = b— AX()

@ Principais operacoes:
e Produto Matriz Vetor: p = Av (matvec)
o Produto Esclar: r = p”v (dot)
e Adic3o de uma constante (a) vezes um vetor com outro vetor:
z = z + ax (saxpy)

,ﬁgp lcad
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Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

Método dos Gradientes

Dado o sistema Ax = b

o A ésimétrica (a; = aji) e definida positiva
(Vv £0 € R",vtAv > 0, se v =0, v Av = 0)

@ Seja uma aproximacdo inicial xg, o objetivo principal é reduzir
o residuo r, = b — Axy a partir do residuo rp.

@ Para que o residuo diminua, tomamos uma direcdo v e
corrigimos xg nessa direcdo, ou seja, x; = xg + Av de forma
que n =b—Ax;1 < ny

@ Construimos uma sequéncia x, convergente para a solucdo de
Ax = b, tal que, rey1 < r.

,ﬁgp lcad



Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

Método dos Gradientes

Dado o sistema Ax = b

o A ésimétrica (a; = aji) e definida positiva
(Vv £0 € R",vtAv > 0, se v =0, v Av = 0)

@ Seja uma aproximacdo inicial xg, o objetivo principal é reduzir
o residuo r, = b — Axy a partir do residuo rp.

@ Para que o residuo diminua, tomamos uma direcdo v e
corrigimos xg nessa direcdo, ou seja, x; = xg + Av de forma
que n =b—Ax;1 < ny

@ Construimos uma sequéncia x, convergente para a solucdo de
Ax = b, tal que, rey1 < r.

Seja a Fungdo Erro f(x) = 3rtA~tr:

@ Vr,f >0 e se x é solugdo exata f(x) =0

o f(x)=3(b— Ax)!A71(b— Ax) i \cad

o f(x) = $x'Ax — b'x + c, onde c = 1bA71b
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

X = mingepnf(x)
Ax = b
1
f(x) = ExtAx — bix+c¢

Encontrar a solugdo de

3 2| x| |2 d | ta ioual 2
> 6l ol = |8 ; sendo a sol. exata iguala |
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Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

X = mingepnf(x)
Ax = b
1
f(x) = ExtAx — bix+c¢

Encontrar a solugdo de

3 2
2 6

X1

I

X2

_ |2 sendo a sol. exata igual a 2
- _8 bl . gU _2




Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Minimo de f(x)
Afirmagdo: O ponto de minimo de f(x) é a solugdo de Ax = b
e O ponto minimo de f(x) é um ponto critico, ou seja,

f'(x)=Vf(x)=0

f(x) = ZQUX,XJ be,+c

ij=1
of
8>(<)1<) ayixt + axo + ...+ ainx, — bl
%}({X) ar1x1 + axxo + ...+ axpx, — b2
Vi) = | 7| = - =Aeh

8£(X) aniX1 + amXo + ...+ appXn — bn
Xn
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Minimo de f(x)
Afirmagdo: O ponto de minimo de f(x) é a solugdo de Ax = b
e O ponto minimo de f(x) é um ponto critico, ou seja,

f'(x)=Vf(x)=0

f(x) = ZQUX,XJ be,+c

ij=1
of
8>(<)1<) ayixt + axo + ...+ ainx, — bl
%}({X) ar1x1 + axxo + ...+ axpx, — b2
Vi) = | 7| = - =Aeh

ag(x) aniX1 + amXo + ...+ appXn — bn
e Vi(x)=0=Ax—b=0
@ x é ponto de minimo, pois f(x) é sempre postiva, uma vez i lcad

que A é definida positiva.
7-83



Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Diregdo de crescimento e decrescimento de f(x):
Vf(x) representa a direcdo de maior crescimento de f(x):

/
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\\
\

WSS
“r \i\\\\

O
——— ey

i \cad




Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

passo s
diregdo /J_
{ ’
.170\
\\\
Processo iterativo:
X1 = Xp+ A1rgp mesma direcdo de ry
A of (x1
A1 :  minimiza f(x) quando (9()\) =0
1

Mas

i \cad



Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

passo

diregdo

Processo iterativo:

X1 = Xp+ A1rgp mesma direcdo de ry

of(x1) 0
o

A1 minimiza f(x) quando

8f(X1) o v T 8X1 . T _
a)\l = (f (Xl)) 8)\1 = - nn= 0

Portanto, o passo \; ideal é aquele tal que r; € ortogonal a ry.

Assim rlri=0 Vi i \cad



Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Processo iterativo:
o Caculo de \;:

rhar = 0
(b - Ax,-+1)tr,- = 0
(b—A(x,-—i—)\,-r,-))Tr,- =0
r,-Tr; — )\,-r,-TAr,- =0
Noo= r;Tr"
ri' Ar;

i \cad
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Processo iterativo:
o Caculo de \;:

rar = 0
(b - Ax,-+1)tr,- =0
(b—A(x,-—i—)\,-r,-))Tr,- =0
r,-Tr; — )\,-r,-TAr,- =0
L riTAr,-
@ Atualiza¢do do residuo:
Xiy1 = X+ A
b — Ax; = b— A(x; + Air; )
i+1 ( i i I) ,_g’ﬁlcad
riv1 = i — AAn V
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Introdugdo

Método dos Gradientes

Exemplos

Algoritmo do Método dos Gradientes:
Dados xg = 0, A, b, Npax, tol
= b, 0= (50 = réro = HI’()H%
i=0
while § > tol?dp and i < N, do
vV = Ar,-
Ni=
Xit1 = Xi + Aifi
rig1 = ri — )\,'V
o= rit+1ri+1 = Hfi+1”§
i=i+1
end while

11-83
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Introdugdo

Método dos Gradientes
Exemplos

A matriz triadiagonal onde a;; = 10,a; ;-1 = a;;+1 = 1, b tal que
x=[1,1,---,1], tol =5 x 107°

o [0.93024] [0.99776] [0.99999] 1
0 1.01480 1.00560 1.00002 1
0 1.01480 0.99724 0.99999 1
0 1.01480 0.99724 1.00002 1
o= |0 x = 1.01480 o — 0.99724|  ~_ |1.00001| |1
0 1.01480 0.99724 5 1.00001 | *© 1
0 1.01480 0.99724 1.00002 1
0 1.01480 0.99724 0.99999 1
0 1.01480 1.00560 1.00002 1
L~ 0.93024 0.99776 0.99999 1]

o |xslco = 1.000002
@ ||g]|co = 7.5765 x 1075 i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

Propriedades:

@ Dois vetores x e y sdo conjugados se xT Ay = yT Ax =0 = x
e y sdo ditos A-ortogonais e linearmente independentes.

@ No processo iterativo do método dos gradientes é possivel que
uma direcdo considerada na iteracdo / ja tenha sido usada em
iteracOes anteriores.

@ O método dos Gradientes Conjugados sugere que, dada uma
aproximacao inicial xg para o sistema Ax = b, seja
considerado um conjunto de n vetores (direcdes) conjugados
{do, di,- -, dn_1} tal que x, = xo + Y74 \id; é a solugio
exata de Ax = b a menos de erros de arredondamento.

,ﬁgp lcad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

@ Propriedades:

e O residuo no passo i é ortogonal ao residuo no passo anterior
= r,-Tr,-,l =0

e O residuo no passo i é ortogonal a direcdo conjugada no passo
=S r,-Td,- =0

e O residuo no passo i é ortogonal a dire¢do conjugada do passo
anterior = r,-Td,-_l =0

e A direcdo conjugada no passo i é ortogonal com relacdo a A a
direcdo conjugada no passo anterior = d,-TAd,-,l =0

i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

@ Propriedades:

e O residuo no passo i é ortogonal ao residuo no passo anterior
= r,-Tr,-,l =0

e O residuo no passo i é ortogonal a direcdo conjugada no passo
=S r,-Td,- =0

e O residuo no passo i é ortogonal a dire¢do conjugada do passo
anterior = r,-Td,-_l =0

e A direcdo conjugada no passo i é ortogonal com relacdo a A a
direcdo conjugada no passo anterior = d,-TAd,-,l =0

Dado xg, seja dy = rnp = b — Axg
Xit1 = Xi + Aid

riv1 = ri — AiAd;

Célculo de \;?

Caélculo de dj;+17?

i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

@ As diregOes conjugadas satisfazem a relag3o:

diy1 = riy1 + Bip1d;
@ Cilculo de );

r,-ilr,- =0
(r,- — /\,-Ad,-)tr,- = 0= r,-Tr,- — )\d,-TAI’,' =0
P I’,-TI’,'
d,-TAr,-

i \cad

15-83



Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

@ As diregOes conjugadas satisfazem a relag3o:
diy1 = riy1+ Biyad;

@ Cilculo de );

r,-ilr,- = 0
(r,- — /\,-Ad,-)tr,- = 0= r,-Tr,- — )\d,-TAI’,' =0
N = I’,-TI’,'
d,-TAr,-
Mas ...
d = ri+pBidi-1=r=d—pidi1
dTArr = dTAd; — B;d Ad;_,
dTAr;, = dAd; (Atencio! r; # d;)
713
>\f = 171 = ’72 e,
dTAd; dT Ad; Mgk lcad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

@ Calculo de j;:

dl1Ad; =

(fit1+ Biy1di) Adi - =
riilAd"
Bi+1 = —m

Mas,

i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

@ Calculo de j;:

d 1 Ad;
(rig1 + Biv1d;) Ad;

Bit1

Mas,
1

Ad,' = _)\7,' (I’,'+1 — r,-)

Bit1

Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

=0
=0
l+1Ad
dTAd
rl o (rig1 — i) 1
o B = AL R 2
/BI+1 diTAd' )\,’
_ rilahin ou Biig = lIris1l3
- 1
rlr Il
i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados

Dados xg =0, A, b

d() =1rn = b
for i = 0, 1, e, n— 1 do Optimum Contour lines
vV = Ad,' ¥
7113
Ai = d{tv2

1
Xi+1 = Xi + Aid
i1 = ri — Ajv

By = Il
1T

dit1 = riy1 + Bip1d;
end for

Steepest descent = = = = Conjugate gradient

Método Direto!!! i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

A matriz triadiagonal onde a;; = 10,a; ;-1 = a;j+1 = 1, b tal que

x=[1,1,---,1]
0] [0.93024] [0.99872] [1.00000] [1]
0 1.01480 1.00656 1.00000 1
0 1.01480 0.99819 0.99999 1
0 1.01480 0.99819 1.00005 1

xo— 0] xq = 1.01480 o = 0.99819 o = 0.99996 oo Xq0 — 1
0 1.01480 0.99819 0.99996 | ™ 1
0 1.01480 0.99819 1.00005 1
0 1.01480 0.99819 0.99999 1
0 1.01480 1.00656 1.00000 1
o 093024 099872 1.00000 | 1]

||l = 1.0673 ||r2|| = 0.10069 ||r3]| = 0.0095837 ||rs| = 8.2349 x 10~

=0.1184 x 1071 ... = 42772 x 107 .
sl x ol x 8 Lcac

18-83



A=
n =100
n =200
n =250
n =260
n =261
n =300

Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

=
=

T

Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

X1 5

1 X2 6
: = = X =

1 4 1 Xp_1 6

1 4 BN 5]

Ix[lso = 1.0, [|r]loe = 1.7764 x 101°
Ix[lso = 1.0, [|r]loe = 1.7764 x 101°
Ix[lso = 1.0, [|r]loe = 2.2204 x 10~1°
1x]loe = 1.0, ||r]loc = 2.6645 x 10715

[X|loo = 1.0, ||F||oc = 1.7764 x 107 (divis3o por zero)

||x]|cc = 0.0, ]|r|[cc = 0.0 (divisdo por zero)

10-83
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

Algoritmo do Método Iterativo dos Gradientes Conjugado
Dados xg = 0, A, b, Npax, tol.

C/o =1 = b

Snew = [Ir0ll5

60 = 5new

i=0

while §pen > tol.>dp and i < N,y do

Vi = Ad,
)\ _ Onew

i = div;
Xit1 = Xi + \id;
fig1 = ri — Aiv

(sold = 6new
6new = |(|§ri+1||§
Biv1 = F=
div1 = rig1 + Big1d;
i = I+ 1 ™ l.
. ¢ lcad
end while "gﬁ -
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Método dos Gradientes Conjugados

Exemplos
Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

Complexidade e Armazenamento
Conjugados:

@ /-ésima iteragdo:
e Nimero de operagdes:

@ 1 matvec
@ 3 saxpy
e 2 dot

o Complexidade:
e 9(n)
o Armazenamento:

@ 3 vetores
e 1 matriz A

21-83

do Método dos Gradientes
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

Exemplos - CG (iterativo)
A é diagonal dominante

4 1 X1 5 1

1 41 X2 6 1

A= L= x|

1 41 Xp_1 6 1

14 | Xn | 15] 1]
n=300 = tol=1x10"° 10 iteracdes ||r|joc = 9.7417 x 107°
n=300 = tol=1x1071% 17 iteracdes ||r|loc = 9.6544 x 10710
n=600 = tol=1x107° 10 iteracdes ||r|oo = 9.8035 x 107°

n=600 = tol=1x10"1% 17 iteracdes ||r|lco = 9.7204 x l%ﬁli’cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

Exemplos - CG (iterativo)
A ndo é diagonal dominante

2 1 [ xq ] [3] [1]
121 X2 4 1
A= HEIHESENE
12 11 x4 4 1
2] | x, | [3] 1]
n=300 = tol=1x10"% 150 iteracdes ||r|c = 5.7176 x 10~
n=300 = tol=1x10"1% 150 iteracdes ||r||oo = 5.7176 x 10~ 1*
n=600 = tol=1x10"° 300 iteracdes ||r|loc = 1.2124 x 10713
n=600 = tol=1x10"1% 300 iteracdes ||r||oo = 1.2124 x ],gggﬂéad

23_83



Método dos Gradientes Conjugados Exemplos

Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

Exemplos de Matrizes Esparsas
A matriz Esparsa do Repositério CISE e b tal que
x=[1,1,---,1]7, tol = 1077

494 bus 662 bus

A n tempo (seg) | Niter 1]l 00 cond(A)
494 bus | 494 | 2714 x 1072 | 857 | 1.000925 | 2.4154 x 107°
662_bus | 662 | 1.690 x 102 | 441 | 1.000094 | 7.9413 x 10
bcsstk08 | 1074 | 8.121 x 10~2 | 1131 | 1.097432 | 2.5988 x 107
1138_bus | 1138 | 9.406 x 10~2 | 1946 | 1.000012 | 8.5726 x 101°

i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos
Métodos de Projecdo

Gradiente Conjugado no Octave

[x,flag,relres,iter,resvec] = pcg(A,b,tol,maxit)

("]
*]
(*]
]
]

A: Matriz dos coeficientes simétrica definida positival;

b: Vetor dos termos independentes;

tol: Tolerancia relativa;

maxit: ndmero maximo de iteragdes;

x: vetor solugcdo aproximada;

flag: O - convergéncia atingida; 1 - ndmero maximo de itera¢Ses atingido; 3 -
estagnac¢do do residuo

relres: valor final do residuo relativo

iter: nimero de itera¢des executadas

resvec: vetor contendo o residuo relativo em cada iteragido

i \cad

!default: armazenamento na estrutura CCR (Compressed Column Sparse)
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

A é a matriz de ondem n
b = A ones(n), tol = 0.00001, maxit = 10000

Matriz n flag | Nimero de Iteragdes | Tempo (seg)
bcsstk01 48 0 31 0.0035
bcsstk15 | 3948 0 4555 2.0486
Dubcoval | 16129 0 83 0.0898
bcircuit | 68902 0 9004 21.0656

i \cad
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Método dos Gradientes Conjugados Exemplos
Exemplos e Experimentos

Métodos de Projecdo

Defini¢des:
® Xxj+1 = xo + z (Solugdo aproximada de Ax = b)
e K™ = span{ug, u1, - ,um—1} (Espago de Busca)
e L™ = span{wp, wi, -+ ,wWm_1} (Espaco de Restrigio)
o U=u,u1, - ,um—1] (base de £™)

m—1 Yo
zeICm:>z:Zyjuj:[uo,u1,--~,um_l] N para y € IR™
j=0
Ym—1

@ xjiy1 =xp+ Uy paraye L™
A escolha do vetor y define as restricoes impostas para avancar no
processo iterativo
Os métodos baseados nos espacos de Krylov se diferenciam peﬁﬁ lcad

escolha do espaco das restricoes
27-83



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES) - Ideias Gerais

@ Proposto em 1986 por Yousef Saad?
@ Descricdo:

Ax = b <= min,c, ., ik||b — Ax||2

e A solugdo aproximada xx = xg + z
o z € KK = span{ry, Arg, A%rg, - - - , Ak 1o} = [ug, oy -+, uk] =
U
° Z:Zf;ly,-u; ouz = Uy onde y; € R ou y € IR¥
@ Préximos Passos:
o Montagem da base [U]
e Célculo dos coeficientes y;
2Yousef Saad and Martin H Schultz. 1986. GMRES: a generalized minimak:z. lcad
residual algorithm for solving nonsymmetric linear systems. SIAM J. Sci. Sta{'.gi =
Comput. 7, 3 (July 1986), 856-869.
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Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Montagem da Base Ortonormal de K:

O processo de Gram-Schmidt define a
Matriz de Hessemberg superior de
ordem (k+ 1) x k

Processo de Gram-Schmidt
[r07Ar07A2r07 e 7Ak_1rO] -
[ug, up, -, u] = Uy

[ Bor Ba1 o B Bri11 |
T a2l B2 -+ Bre Bri1,2
" no]l2 Il - B s
fori=1,---,kdo +1
i1 = Auj Hy = ' : :
forj = ]-7 T i do Bk,k—l ﬂk+17k—1
_ AT ~
5i+1J = Ui, 4y | dik [ |f|35+1,/[|
Jiv1 = Git1 — Biv1ju; L kel
end for
Uing = fiy1 Pode-se mostrar que:
L= Tl & |
i lcad
end for AUy = Uss1 Ha 1y ca
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Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

O problema de Minimizacio em KCK:

k
z = Zy,-u,- paray € R¥ e z € KK
i=1
e = {|nl,0,---,0}" (k+1) termos
ro = Ukt1e pois v = ”:—OH e Uky1 é uma base de ekt
0
k
Ib—Ax|| = |b—A(o+2)| =Ib—Ax—A> _ yiuill =l — Alky|
i=1

= |[[Ukt1e — Ukr1Hy|l = [le = Hiyll, pois [|Uky1] =1

minzexct||b — Alxo + 2)|| = min,ers[le = Hiy

O problema de minimizagdo em KX foi transformado em um problema d’éﬁ lcad
minimizacdo em R*

20-83



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

GMRES - algoritmo Inicial
Dados xg = 0, A, b, lax, tol
r=b,p=|rll2, ur=r/p
€ = tol||b]|», k=1
while p > € and k < /.« do
fipy1 = Aug
forj=1,--- kdo
hjse = 41U
lgy1 = lgy1 — hjku;

end for

i1k = || k+l2
— Uk

Uikl = TG0T

e=(|r],0,---,0)7
min,crx|le — Hey||
p=|le = Huyll
k=k+1

end while

Xk = xg + Uky

21-83
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Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

GMRES - Sistema Linear auxiliar

minyeleHe — Hyy|| = Hky = e

h11 hia - hy k-1 hy k " Iroll
ld2f]  h  --- ho k-1 ha o
i s h3 j— h 0
[l as|| 3,k—1 3,k Ve
he—1k—1 hk—1k }’k. ) 0
Il G| hi k Vi 0
(et 0
hi h - by " &
h h &
i 22 26 15, 2
= Hy=&= : = © |, sendo &1 = |le — Hryl|
/Tl ) €k
I(;k Yk €k+1 h
+ 1 \cad

Hyy = & tem solug3o tnica quando &1~ 0
29_03



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicial (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Célculo de Hy - Algoritmo QR - Rotac3o de Givens

He = GiGi_1---GGiH G = GG
&€ = GkGr_1---GGre = he + b3
h..
1 0 0 0 g = =
j
: o_ hiny
s = —=
G =|° G 9 0 7
J 0 —Sj Cj 0
0 -~ 0 0 - 1 (a2
1
hi1 hi - hik—1 h1 k GHe = Hy
ho1 hn - ho k1 ha k
hs1  --- h3k—1 h3,k L =
. (11 hi2 - h1k
Hi = : : 222 - sz
h—1k—1 hk—1k = 2 3’};’!1
. . S lcad
hik—1 B,k - !
hit1, L hict1,k

23.83



Dados x =0, A, b, Imax, tol

€ = tO/HbHQ, i=1
ui=b, e = ||uj|l2, ui=r/ei, p=¢;
while p > € and / < /. do

Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Jiy1 = Au;
forj=1,---,ido
~T ~ ~
hji = G yuj, iy = i — hjju

end for

=5 Co_ ip
hHrl,l = Hul+1”2v Uiy1 = Pis1.i
Algoritmo QR

. (descrigdo ao lado)

i=i+1
end while
i=i—1

Solugdo do Sistema Auxiliar
for j=i,---,1do
&=yt eyt
Yi = h
p)
end for

i

xX=> ', yuj

24-83

Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Algoritmo QR
forj=1,---,i—1do
Ji = hji
hji = cjhji + sjhjy1,i
hjt1,i = —sjji + ¢hjr,i
end for
ri=/h%+ h?
i = ii i1,
T
G =7
hiiq :
si — H;.l,l
1
hii = ri (hiz1,i = 0)
€it1 = —Si€
€ = Ci¢€
p=lein]



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Complexidade e Armazenamento:
@ /-ésima iteracdo:

e Nimero de operagdes:
@ 1 matvec
o i saxpy
e /dot
o ~ i° fatoracio QR

o Complexidade:
o 0(i x n) + 0(i*) 4 6(matvec), sendo que H(matvec) ~ n?
o = pode ser maior que 8(n?), se i ~ n.

e Armazenamento:

@ | vetores
o 1 matriz A
e 1 matriz Hi de ordem (i +1) x i

i \cad
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Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializacdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

@ Cada iteragdo do método GMRES é muito custosa = método
computacionalmente invidvel.

@ O processo de reinicializagdo da base torna o método computacionalmente
competitivo.

@ Supor tamanho méximo da base igual a 20 vetores:

e Dados A, b, xg

Uy = [ur, -, ]
_ T
y = [yla)/2a"' 7)’20]
20
X0 = XoJrZ)/iUi
=1
e Dados A, b, xog
Usg = [, o, , o)
o - T
y = [Y1a}’2»"' 7)/20]
20 40
X0 = X0+ 2)7;5,' # X0 + Zyiui i \cad
=1 =1
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Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

Dados x = 0, A, b, Inax, tol, k

Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

e=tol||bll2, I =1 Giv1 = Au;
repeat forj=1,---,i do
i=1 ui=b—Ax, e = HUi||2 =P hii= ﬁi-l«;lujv fiv1 = djy1 — hyjiu;
ui=rfe end for i
while p > e and i < k do hivri = |Gisall2, uits = h‘:rrll/‘
Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt ’
: Algoritmo QR
. (descri¢do ao lado) for j _ 1, o i—1do
Algoritmo QR .
. Ji = hj;
. (descrigdo ao lado) hji = thji + thj+1,i
i=i+1 hjs1,i = —sjji + ¢ihjr,i
end while end for
i=i—1 =/ hi+h;
forj=i,---,1do G ="t
yi = % .= b
ri
end fo';. hii = r; (hiy1,i =0) )
X =3 i Vil iyl = —Si€ v.éﬁ lcad
l_: I+1 e = cig
until p < eor | > lnax wan P = el



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

[x,flag,relres,iter,resvec] gmres(A,b,k,rtol,maxit)

A: Matriz dos coeficientes3;
b: Vetor dos tewrmos independentes;

k: Ndmero de vetores para o restart;

o

o

(]

@ rtol: Tolerancia relativa;

@ maxit: nimero maximo de ciclos;
@ x: vetor solugdo aproximada;

o

flag: O - convergéncia atingida; 1 - ndmero maximo de iteragdes atingido; 3 -
estagnac¢do do residuo

relres: valor final do residuo relativo

iter: vetor contendo o nimero de ciclos (iter(1,1)) e o nimero de itera¢des
do dltimo ciclo (iter(1,2))*

@ resvec: vetor contendo o residuo relativo em cada iteracdo

i \cad

3default: armazenamento na estrutura CCR (Compressed Column Sparse)

“niimero de iteracSes gmres é igual a iter(1,1)*k+iter(1,2)
20 92



Algoritmo GMRES
GMRES com Reinicializagdo (ou Restart)

Algoritmo GMRES com restart - GMRES (k)
GMRES no Octave

A é a matriz cz2548.mat de ondem n = 2548
b = Ax ones(2548), tol = 0.00001, maxit = 10

0 1000 500 200 2500

Ndmero de vetores na base | flag | Nimero de Iteragdes | Tempo (seg)
200 1 2000 (10 ciclos ) 7.5686
300 1 3000 (10 ciclos ) 20.1890
400 1 4000 (10 ciclos ) 43.4056
450 0 2187 (4 ciclos + 387) 28.2763
500 0 861 (1 ciclo + 361) 11.2033
600 0 754 (1 ciclo + 154) 13. 8827)#’:; lcad
700 0 | 699 (0 ciclos + 699) 20. 74827 V
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

@ Inicialmente apresentado por Yuan, Golub, Plemmons and Cecilio®
(2002—2004).

@ Catabriga, Coutinho and Franca (2004)° introduziram restart
apresentando comparacdes com GMRES, Bi-CGSTAB e TFQMR
para formula¢des de elementos finitos.

@ Dai and Yuan (2004)" introduziram um novo algoritmo (limitagdo
de memdria e 1 produto matriz-vetor) usando formulagdes de
diferencas finitas.

@ Catabriga, Valli, Melotti, Pessoa and Coutinho (2006)8 avaliaram o
novo algoritmo para equac¢des lineares e n3o lineares usando o
método de Newton inexato.

®Study on semi-conjugate direction methods.... IJNME, 60:1383-1399

®Evaluating the LCD algorithm .... IJNME, 60:1513-1534

"Study on semi-conjugate direction methods .... IJNME, vol. 60, pp. 'ﬁ;ﬁ lcad
1383-1399 ’ =

8Performance of LCD .... CNME, vol. 22, pp. 643-656

40-83



Introdugdo
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

o Definicao: Os vetores p1,po,---, pn € IR" sdo chamados
vetores de direcGes conjugadas a esquerda (LCD) de uma
matriz real ndo singular A se:

p,-TApJ- = OQparai<j
pl Apj # Oparai=]
\
PTAP = L, Matriz triangular inferior

onde P = [p1,p2,- - , P
@ P é linearmente Independente

n
XG]R":>X:X0+ZC¥,'[),' ,
i1 1) lcad
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Sejam
@ x* solucdo exata de Ax = b
@ Xxp arpoximacgdo inicial
® P=|[pi,p2, -, pn] vetores de dire¢des conjugadas a
esquerda.

n
xE]R”:>x:X0—I—Za,-p,-

i=1
Ax* = b
n
Xt = X0+ZOéiPi r = b— Ax )
= = b—Ax— Y aAp
A(Xo + Z a;p,-) =b n =1
i=1 )
n = - Z @ Ap; ,ﬁg’ﬁ lcad
L— i=1 )
Ax = AXO + Z a;Ap,-

=1 42-83



Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Seja x* solugdo exata = r = 0, portanto r é ortogonal a todo p;:

Vi=1,---,n, p,-Tr =0

pl (o= aiAp)) = 0

pl (ro — c1Ap1 — apApy — -+ — ajAp; — -+ — apnAp,) = 0
i—1

p (o — Z ajApj — ajAp; — -+ — apApy) = 0
=1

pi ric1 — aip] Api — ajzap! Apisi — - — anp] Apy) = 0

RO WILETEN ey
Q= Xi = X e} x* = x a :
T Ap; 0 2 k Pk 0 2 k Pk ) Lcad

43-83



Introducao
Descrigao
Exemplos

LCD (Left Conjugate Directions)

Algoritmo Inicial:
Dados xg = 0, A, b, N,ax, tol

"Escolha"[p1, p2, -+ , Pnl

ro = b, € = tol  ||b||2

p = lIroll2, 7 =1

while p > e and i < N, do

vi = Apj
R P,-Tfi—1
Qj = — 7=
P; Vi

Xj = Xj—1 + Q;pj
ri = ri—1 — Qv
p=lril2
i=i+1

end while
Como obter o conjunto de direcdes conjugadas a esquerd&lcad
% g

[p1,p2, -+, Pn]?
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

LCD - Célculo do conjunto [p1, p2,- - , pn]

E possivel demonstrar a existéncia de uma relagcdo de recorréncia entre
[p1, P2, -+, pi] e ri para calcular p;y;:

k
Pi+1=ri+ Z Bipj

j=1
Sabendo que:

pjTApH—l:OV.j:la"' 7i

piv1 = ri+pipr+--+ Bipi
T _ T T T T _
pi Apiv1 = py Ari+p; ABipr+ py ABapa- -+ py ABipi =0
ps Apis1 = Py Ari+p] ABip1+ p] ABap2 -+ + pj ABipi =0
: ,ﬁéﬁ lcad
pl Apiv1 = p] Ari+p] ABipy+ pl ABapa -+ + pl ABipi =0
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Célculo do conjunto [p1, p2,- -+ , pnl:

pipifi = —pf A
+p] Ap1B1+ ps Ap2Ba = —p; Ar;
pl ApiS1+ p] Apafa + -+ bl Apii = —p] Ar,
Pl Ap b1 —p{ Ar;
pl Api pl Aps Ba| | —p3An
plApr plAp2 -+ plApi] B —p; Ari
Sendo p; escolhido tal que pf Ap; # 0
Escolha conveniente: p; = ny vﬁéﬁ lcad
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Introducao
Descrigao
Exemplos

LCD (Left Conjugate Directions)

Célculo do conjunto [p1, p2,- -+ , pnl:
Seja pij1=ri

e
Pi+1
P2
Pi+1

B3

Pi+1
Bi

Pi+1

_ pi Apia
p{ Ap1
pi+1 + Bip1
P A+ p ABipr
pJ Ap

pi+1+ B2p2

_ pq A(ri + Bip1 + B2p2)
P Ap3

__P3 AP
P Apa

pi+1+ Bi—1pi-1
. P;TAPi+1

pi Api
pi+1 + Bipi

A47-83

Célculo de pjy1,
supondo conhecidos

P1, P2, Ppi:
Pi+1 = Fi
for j = 1,~~T~ ,i do
p; Apit1
Bi=- JpjTAPj
pi+1 = pit1 + Bip;
end for

i \cad



Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Algoritmo (versdo p):
Dados xg = 0, A, b, Npax, tol
ro=>b, p=|rl?
"Escolha” p; tal que pf Apy # 0 (p1 = ro)
e=tol x||b|2, i=1
while p > e and | < N,,,, do

vi = Ap;
a; = Bt . .
' P,-TV/'+ Em cada itera¢do i s3o
Xi = Xj— Qi pj ;. .
P X aib necessdrios i + 1 produtos
ri= i1 — QjV; .
pis1 = 1 matriz-vetor!!!
1 — h . ..
forj=1,---,i do Algoritmo Ineficiente!!!
ﬁ' _ _PJ'TAPHI
r pvi
Pi+1 = pi+1 + Bip;
end for
p = lrill2 i \cad
i=i+1
end while
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Algoritmo (versdo pq):

P,-Tfi71
A p/ ai
Inicializando o loop de célculo de pj11 com gi11 = Api+1 tem-se:

Supor g; = Ap;, entdo a; =

PJ-TCIi+1
Gj = ——F—
P; qj
pit1 = piv1+Bip;
Apit1 = Apit1+ BiAp;
giv1 = Qi+1+ Biq;

i \cad
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Algoritmo (versdo pq):

Dados xg = 0, A, b, Npax, tol
ro=b, p=|rll2, €= tol x| b2
"Escolha” p; tal que p Apy # 0 (p1 = ro)
g1 =Ap1, i =1
while p > e and i < N, do

P,‘T"i—l

p/ ai

Xi = Xi—1 + aipi

rp=ri-1— qv;

Pit1 = ri, qiv1 = Apiy1

fOI’j: 1,7_ ,I. do

P; Gi+1
By =- ;,/_qu
pi+1 = Piy1 + Bip;
gi+1 = Giv1 + Bq;

o =

end for
p = lrill2
i=i+1

end while o

i \cad



Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Complexidade e Armazenamento do Método LCD:

@ j-ésima iteracdo:
o Nimero de operagdes:

e 1 matvec
@ 2i+ 2 saxpy
@ 2i+ 2 dot
o Complexidade:
o 0((i x n) + 0(i®) + 6(matvec), sendo que f(matvec) =~ n
@ = serd tanto maior quanto maior for j.
o Armazenamento:

2

@ 2/ vetores
e 1 matriz A

i \cad
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

Algoritmo (versdo pq) com restart:
Dados xg = 0, A, b, tol, lhax, k
r=>b, p=1r|2 e=tol x| bl =1
"Escolha” p; tal que pf Ap; # 0 (p1 = r)

repeat
g =Ap, i=1
while p > e and i < k do
p/r
A= org

X=X+ qQipj, r =r—q;Vv;
Pi+1 = i, Gi+1 = Apit1
forj=1,---,ido

B = —pj;;;l
Pi+1 = pi+1 + Bipj, Gi+1 = Gi+1 + B;q;
end for
p=lrll2, i=i+1
end while ,ﬁéﬁ lcad

pr=r(oup; =pit1), I =1+1

until p < eor [ > [, -



Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

LCD x GMRES - Exemplo - orsirrl.mtx
A é a matriz orsirril .mtx de ordem n = 1030

DK

b = Ax ones(1030), to/ = 0.00001
| k| GMRES(k)iter | tempoguresk)(seg) | LCD(k)irer | tempopcp(seg) |

20 5872 7.57 3838 3.51

30 3375 4.92 1699 1.95

50 1441 3.17 1581 2.64

100 911 3.63 983 2.90

1030 396 5.69 410 461
OBS: Cédigo em octave sem otimizagdes ,f@i lcad
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Introducao
Descrigao

LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

g

o

\ i
JM\ WMW WW‘AM‘IM 1
WM “MM"‘[
GMRES — iter x log(||r]|) LCD — iter x log(||r||)

OBS: Lembrar que os critérios de parada dos métodos LCD e
GMRES s3o diferentes!

i \cad
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Introducao
Descrigao
LCD (Left Conjugate Directions) Exemplos

A é a matriz hor131.mtx de ordem n = 434

b = A« ones(434), to/ = 0.0000001
‘ k ‘ GMRES(k)fter ‘ tempoGMREs(k)(seg) ‘ LCD(k),‘te, ‘ tempoLCD(k)(seg) ‘

100 T B
200 9173 67.13 +

300 2670 27.88 3506 25.57
434 416 6.14 417 4.29

i \cad

OBS: Cédigo em octave sem otimizagdes

K5_83



LCD (Left Conjugate Directions)

Introducao
Descrigao
Exemplos

=200
=300
k=a3s
shh
\
-
10 -
15 —
20
o 2000 000 5000 8000 10000

GMRES — iter x log(||r||)

k=300
k=431

20

[ 1000 2000 2000 2000

LCD — iter x log(||r||)

OBS: Lembrar que os critérios de parada dos métodos LCD e
GMRES s3o diferentes!

i \cad
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Ideia Geral:
@ Objetivo:
Acelerar a convergéncia dos métodos iterativos.

e Dado o sistema Ax = b, encontrar uma matrix M (ou
matrizes M e N) tal que:

M~1Ax = M7lbou
AN~y = b, onde x=N"1y ou
M~TAN"'y = M7lb, onde x = N1y

@ M é denominada matriz precondicionadora.
@ M deve ser uma boa aproximacdo de A.
o A matriz resultante A= M~1A ou A= AN~ ou
A= M"1AN-1 n3o é calculada explicitamente, mas sua acéo
é executada no produto matriz vetor durante o processo vﬁgi‘ lcad

iterativo.
K7-83



Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores

Algoritmo GMRES(k) Precondicionado
Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Fatorac3do Jacobi, Seidel e SOR:

Seja A= L+ D+ U, onde:
@ L é a parte estritamente inferior de A,
@ U é a parte estritamente superior de A.
@ D é a diagonal de A.

Fatoracdo Jacobi:

Xkv1 = Gyxe+f
onde
Gy = -DYL+U)=1-D'A
f = D7'b
Fatoracdo Seidel:
Xkr1 = Gexx+f
onde
Gs = —(D+L)'U=1—-(D+L)'A i \cad
f = (D+L)7'b
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores

Algoritmo GMRES(k) Precondicionado
Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Seja A=M-—-N:

Supor xx41 = M~ Nx, + M~1b
e G=M1IM-A)=I-M1A
@ Jacobi M=DeN=D-A
@ Seidel M=D+LeN=M-A

Xkp1 = Gxx+f

e

(I-G)x = f
G I — M 1A
M1Aax = M 1b

i \cad
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

M; = D Precondicionador Jacobi
Mssor = (D + wL)D™*(D + wU) Precondicionador SOR
Ms = (D+ L)D7Y(D + U), Precondicionador Seidel (w = 1)

Sendo L= (D+ L)D'e U= (D + V)

Ms = LU

i~
|
C
_l_
< ~

OBS: Nao requer armazenamento extra!

,ﬁgp lcad
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Fatoracdo LU Incompleta: A fatoragcdo LU prevé preenchimento de
posi¢coes originalmente nulas da matriz original A:

Fill-in = 156
O nimero de posi¢bes preenchidas é denominada fill-in.

Operagdo bésica: ajj = ajj + mjcay; ,_§ﬁlcad
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

A fatoragdo incompleta /LU(k) descarta preenchimento de
posi¢coes originalmente nulas da matriz original A a partir da
(k 4+ 1)-ésima etapa da fatoragio.

@ A fatoracdo incompleta /LU(0) n3o prevé preenchimento de
posi¢cdes originalmente nulas da matriz original A.

Os fatores [ e U resultante da fatoracdo ILU(k) s3o tais que:
LU # A.

O precondicionador /LU(k) é definido por M = LU.

O precondicionador ILU(k) requer armazenamento extra da
matriz M.

,ﬁgp lcad
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Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores

Algoritmo GMRES(k) Precondicionado
Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Fatoracao LU x Fatoracdo ILU - hor131.mtx:

Fatoragdo LU — n = 434 — nnz(A) = 4182 — nnz(L + U) = 94985 —
LU — A|| = 1.5 x 101°

Fatoragdo ILU(0) — n = 434 — nnz(A) = 4182 — nnz(L + U) = 4182,§§ﬁ lcad
—||LU — Al = 6.0 x 1072
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Exemplos de Precondicionadores
Acdo dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Ax=b= MIAx=M1h= Ax=b

e M~! n3o € calculada.

e O produto M~1A n3o é calculado explicitamente.

@ A acio do precondicionador se da durante o processo iterativo
quando for necessério executar operacdes com A e b:

No inicio do algoritmo: b = M'lb=Mb=5b
Em toda iteracdo: p = Au = p=MT1Au
(1) z=Au

(2 p=M'z=Mp=z

@ O precondicionador serd t3o mais eficiente quanto mais
eficiente e trivial for a solucdo dos sistemas Mb= b e ,ﬁg& lcad
Mp = z.
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Ac3o do Precondicionador M:

M,

[ent!

No inicio do algoritmo:

Em toda iteragdo: p

—~~
N
~—~
T
I
S
o
N
S
I

65-83
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Ac¢3o do Precondicionador Ms (Mssor para w = 1):

Ms = (D+L)DYD+ U) ou
= (I+LDY)D+U)=LU
No inicio do algoritmo: b = (LU) b= LUb=0b
(1) Lz=0b
(2) Ub==z
Em toda iteracio: p = Au=p= (LO) tAu
(1) z=Au
(2 p=(L0)'z=>L0p==2
(21) Lv==z
(22) Up=v

i \cad

= Resolver sistemas triangulares triviais em cada iteracdo
= N3o had armazenamento extra
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A¢do do Precondicionador Ms (Msspor para w = 1)

1 Vi z1
a1
322 21 V2 22 i—1 3
- 31 a3 i
Lv=2z= |25 asn 1 3| = |23 :>v,-—z,—§ 7JVJ
: = ajj
anl an2 anl
3 ann Am 1 Vn Zn
di1 d12 d13 -+ din p1 Vi
a2 a3 - azp P2 V2
Up=v= a3 - @n| P3| = | V3
ann pn Vn

n
=pi=|Vi— Zaiij /aii

= i \cad
j=i
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Agdo do Precondicionador /LU(k):

M = [0
No inicio do algoritmo: b = (LU) b= L0b=0b
(1) [z=b
(2) Ub==z
Em toda iteracio: p = Au=p= (ZU)_IAU
(1) z=Au
(2 p=(L0)tz=10p==z

. . .. . ~ it
= Resolver sistemas triangulares triviais em cada iteragdo 1 Lcad

= Armazenamento extra dos coeficientes de L e U em M.
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Agdo do Precondicionador ILU(k):

1 Vi z
mo1 1 V2 22 i—1
[v=z= |ma m2 1 Bl =B = v=2z-Y my
Jj=1
Mnp1 mp2 mnp3 tee 1 Vn Zn
mipr Mz M3 -+ My P1 Vi
maz Mp3 -+ My p2 V2
Up=v= msz - M3p| P3| = |V3
Mpp Pn Vn
n
=pi=|Vi— E miipj | /mii ,
L / i \cad
J:H‘l 5 =
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Dados x =0, A, b, M, ., tol, k
€= tO/HM71b||2, /=1

Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
{1 = M7 Au;

repeat for j=1,---,i do
i=1 u=M"(b- Ax), hii = Gl gy, Gin = i1 — v
e = ||uill2=p, ui=r/e end for i
while p > e and i < k do hivri = |Gisall2, uits = h‘:rrll/‘
Ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt ’
: Algoritmo QR
. (descricdo ao lado) for j _ 1, o i—1do
Algoritmo QR .
. Ji = hj;
. (descrigdo ao lado) hji = thji + thj+1,i
i=i+1 hj+1,i = —Sjji + thj+1,i
end while end for
i=i-1 ri=\/hi+h
forj:i,~~~l_,1do C,'Z?
yi = ej*Zt;{H hjeyt . — @
g 1 r
end fo';. hii = r; (hiy1,i =0) )
X =3 i Vi iyl = —Si€ v.éﬁ lcad
l_: I+1 e = cig
until p < eor | > lnax e p=lei]
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Reordenamento de linhas e colunas de sistemas lineares:
@ O preenchimento representa um fator limitante a eficiéncia
dos precondicionadores ILU(k) quando k cresce.

@ O Reordenamento é usado para reduzir o preenchimento
causado pelo precondicionador ILU(k), para k > 0.

X X X X X X X X X X X X x x
X X x x 10N X x X X
X X x B x A N X X X X
X X x B H x N X X X X
X X x 0 m M x X X X X X X X X X X
(a) (b) (c) (d)
o Consequentemente o tempo de CPU ¢é reduzido
i \cad

71-83



Exemplos de Precondicionadores
Acao dos Precondicionadores
Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Rerrotulacao de Grafos x Matriz de Adjacéncia:

1 3 7
p X X X
X X
X X X
* o Meétricas para M1:
x X X
X X x banda=17
X X X
S « Y X x Envelope = 27
XX X | X Fill —in= 34
X X X

X X X
X X X
x Ix = X Métricas para M2:
“ x x banda =3
X X oxix. X Envelope = 14 R
< X ]x Fill —in=6 dlcad
X X X
X X
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Algoritmos de Reordenamento:
@ Ideia Principal:

Ax = b= PAPT Px = Pb (1)

onde P é uma matriz de permutagdo.
@ Exemplos de Algoritmos:

o Reverse Cuthill MacKee (RCM)?: rotula os vértices de maneira
que os nds adjacentes recebam rétulos da forma mais ordenada
possivel.

o Sloan: funciona atribuindo estados a cada vértice: inativo,
ativo, pds-ativo.

o Espectral’®: o novo reordenamento é calculado a partir da
permutacdo do vetor de autovetores associado ao segundo
menor autovalor (vetor de Fiedler - conectividade algébrica) da
matriz laplaciana associada ao grafo.

__ o Nested Dissection™: baseado em vértices separadores. )
9 : : iy
Cuthill and McKee (1969), George (1971),George and Liu (1979) ,ﬁg& lcad
Barnard, Pothen, Simon(1993)
" George (1973)
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Reordenamento: Efeito do Reordenamento RCM

Fill-in =156

Fill-in =70

i \cad
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Exemplo Precondicionador ILU(k) - Matriz thermomech_TK:
n = 102158, nnz = 711558

(a) Original (b) SLOAN (e) RCM

(d) ESPECTRAL (e) ND (f) AMD

m Ih(.) Tempo de CPU

Original 2667 823 445 102138

Sloan. 16072717 676 2112

RCM 17882411 253 0,581 'z b lcad
Espectral 14635485 389 2738 % gﬁ -
ND - - 0863

AMD 0,192
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Precondicionador ILU(k) - Matriz thermomech_TK - GMRES(150)

ILU(0) ILU(4) ILU(8) ILU(12) ILU(16) ILU(20)

10000000
8000000
6000000
4000000
2000000 I I I I I
S/ reord. - 2418952 6.234.694 11.386.296  17.735.910  25.168.278
sioan - 1.299.766  2.794.478 4281708 5.T45.876  T.A75.072
RCM - LATT.086  3.012.300 4648134 6201578 T.840.310
Espectral - 1416644 3.031.658 4619810  6.168.354  7.666.906
ND - 1.504.042  2.563.166  3.137.532 3530792 3.833.678
[ RV - 1505.844 2445502 3.118.058  3.636.438  4.055.210 'gﬁ lcad

Preenchimento
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Precondicionador ILU(k) - Matriz thermomech_TK - GMRES(150)

ILU(8) J(12) ILU(16) ILU(20)
200
TOO
600
K00
400
300
200
100
i I | - B uell
S/ reord. 1 t 141 97 ] a9
Istoan ¥ 607 a9 65 51 41
RCM 1 748 100 68 3l 42
Espectral T G606 08 66 al 41
ND 1 t 143 111 75 0
[ PRV t t 138 104 72 65

) lcad
Ndmero de lteracdes
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Precondicionador ILU(k) - Matriz thermomech_TK - GMRES(150)

ILU(4) |ILU(8) |ILU(12) |[ILU(16) | ILU(20)

140.0
120.0
100.0
80,0
60,0
40.0
20,0 I I
5/ reard. T 1l 9587 244 .41 AT 94 215592
I Sloan T 105,90 * 4407 45,71 .32 032"
RCM T 123,45 4345 * 4511 " 52,04 G, 24
Espectral i 107,80 4545 4709 54,03 G4 46
ND i i 52,72 51,90 54,73 50,82
I.-\MD T i 5594 5547 5T.61 66,34

i \cad

Tempo de Processamento
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@ M™LA deve ser simétrica definida positiva.

o Condicio: Deve existir uma matriz E, tal que M = EET — E pode ser
obtida através da fatoracio de Cholesky, para tal M deve ser
simétrica definida positiva:

Ax = b
i
EYAE-TE™S = E7
i
Az = b
onde
A = ETAETT
§ = ETx
b E-1b

o E~YAE~T & simétrica definida positiva cad
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bi — Ax;
Elp EIAE TETx

E~ 1l
Similarmente:
d = ETd
% ETx
Observando que E-TE~1 = M~!, temos:

r,-TM'_lr;
M= "JTAd

dg = M71r0

.51‘+1 -

T pg—1
ripgaM i
rT M-1r;

dis1 = M rieq + Brads
ad
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Dados xg =0, A, b, M, Ny, tol.
ro=>b, dy = M‘lm
(Snew = rDTdO

80 = Opew, i =0

while Gpew > tol.25 and i < Npax do
Vi — Ad,
Ai = e

I
Xi+1 = Xi + Aid
iyl =ri — Ajv

50.‘0‘ = 5new
s=M1r
Onew = 8;+15
By = Fo=
diz1 = s+ Binad
i=i+1 :
end while 1 \cad
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Precondicionamento no Octave

[x,flag,relres,iter,resvec] = gmres(A,b,k,rtol,maxit,M1,M2)

@ A: Matriz dos coeficientes;

@ b: Vetor dos tewrmos independentes;
@ k: Nimero de vetores para o restart;
@ rtol: Tolerdncia relativa;

@ maxit: ndmero maximo de ciclos;

o

M1,M2: matrizes que definem o precondicionamento
M1=TAM2=1M2x = M1~1h ou

P: matriz que define o precondicionamento (M1 x M2)~'Ax = (M1 % M2)~1b
x: vetor solugdo aproximada;
flag: 0 - convergéncia atingida; 1 - n. max. iter.; 3 - estagnacdo do residuo

relres: valor final do residuo relativo

iter: vetor contendo o nimero de ciclos (iter(1,1)) e o niimero de iteracdes g
TR i lcad
do dltimo ciclo (iter(1,2)) wgp \Ca

resvec: vetor contendo o residuo relativo em cada iteragao
2983



Exemplos de Precondicionadores

Acao dos Precondicionadores

Algoritmo GMRES(k) Precondicionado

Reordenamento de Sistemas
Precondicionamento Precondicionamento no Método CG

Gradiente Conjugado no Octave

[x,flag,relres,iter,resvec] =
pcg(A,b,tol,maxit,M1,M2)

A: Matriz dos coeficientes simétrica definida positiva;
b: Vetor dos termos independentes;

tol: Tolerancia relativa;

maxit: ndmero maximo de iteragdes;

M1,M2: matrizes que definem o precondicionamento
M1=TAM2=1M2x = M1~1b ou

P: matriz que define o precondicionamento (M1 % M2)~'Ax = (M1 % M2)~1h
x: vetor solu¢do aproximada;

flag: O - convergéncia atingida; 1 - nimero maximo de itera¢des atingido; 3 -
estagnac¢do do residuo

relres: valor final do residuo relativo
iter: nimero de itera¢Ges executadas

Py,
resvec: vetor contendo o residuo relativo em cada iteracio ’&’F lcad
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