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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consist ia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Dadas as fungdes p(x, t), q(x,t) e r(x,t) continuas em
(a, b) x (0, tr), encontrar u(x, t) tal que
2

ou 0 u ou
E—K(X t)8 5 p(x, )54—q(x7 t)u = r(x,t) para x € (a, b)x(0, tf)

com condi¢des iniciais:
u(x,0) = uwp(x), para x € (a, b)

e condicoes de contorno do tipo:

u(a,t) = uy(a, t) ou % — o,(t) ou aaau((;, D4 bau(at) = ~(t)
u(b, t) = up(b, t) ou aug: t) = op(t) ou abau(ai’ t) + Bpu(b,t) = (1)

onde uy, Up, 04, Tp, Qa, Ba, b, Bb, Y2 € b S30 fungbes de t conhecidas
do problema.
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Discretizacao do Dominio Fisico:

. (b-2)
(n—1)
xi = a+(i—1)h, sendo a = xi, b = x, e n nimero de incégnitas

Discretizacao do Dominio Temporal:

At (passo de tempo)
ty = kAt
Aa=x1<x < < X1 <X <Xjp1<--<xp,=0>b
0<ty <+ <tpoy <t <tpgr < - <ty
Objetivo:

obter aproximacdes uf‘ ~u(xi,tx) ¥V i=1,....nek>0.
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas no dominio

espacial:
gl)Z(x,-7 ty) =~ u’kﬂh_u’k, 6(h) (Diferenga Adiantada)
gi(x,-7 ty) =~ uf‘—huf‘_l, 6(h) (Diferenga Atrasada)
gz(xi’ ty) =~ W, 6(h?) (Diferenca Central)
gzxg(xi, t) A~ U,k—1 - 2:2;( - “lk+17 9(h2)
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas no dominio

temporal:
d Lk . :
6—i(x,-, t) =~ %, 0(At) (Diferenga Adiantada)
o KLk .
8—:(x,-, thi1l) = u’Aitu’, 0(At) (Diferenca Atrasada)
ou uk L — yk ,
a(x,-7 tip12) = ’Tt’, 0(At?) (Diferenca Central)
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabélico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Aplicando diferenca adiantada na derivada temporal = Método Explicito:

k+1 k k k k k .k
o i) (e T 2u R ) e (M T ) L ek
At h2 " 2h gt =
uktl = —AE bR 4+ (1 At A )uf — At Uk At Yi=1,..n
onde:
k _ ok 2 K _ 2 k k_ 2 k
af =qf — (2/h*) b= (1/h?) = pk/(2R) < = (1/h*) + pf/(2h)
(™ A & 1T uk ] [k
ustt b, 3 & ux rx
uktl — ”ik+1 _ b 5 & up | +At r[k
' z 5 ~ K K
u,‘;i% bn—l arl—l Cn—1 Up_4 -1
_U§+1_ L bn 5n 4 L ur‘; - L rrl; -
sendo: §ff =1- Ataf.‘, B}‘ = —Atbf e El.k = —Atc,.k
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabélico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Aplicando diferenca atrasada na derivada temporal = Método Implicito:

k+1 k+1 k+1 k41 k+1
u 't — Uity =20 oy 4pktt iv1 — Hia1

At - e ' 2h ‘i

i

k+1, k+1 _ k+1
+q; u T =

—At bl + (1 - At )l - Atcful = uf AT Vi=1,0 0

onde:

af =gt (2/1)  bE = (1/M) — p(2h) ek = (/1) + plH(2h)

ray & 7 [uktt [ ouk T Mok
ot = 2 k+1 k k
b2 ar C2 u, uy r
b; 3; G u;(+1 = uik + At r,-k
z 5 ~ k+1 K K
bp—1 all—l Ch—1 U,,tl un;l rn;l
L bn an J _u,’;+1_ L us | L S
sendo: 3K =1 — Atak, bk = —Atbk e & = —Atck
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Discretizagao dos Dom S
PVI - 1D - Parabélico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

Aplicagcoes

Aplicando diferenca central na derivada temporal = Método
Crank-Nicolson:

1k k+1/2 k+1/2 | k+1/2 k+1/2  k+1/2
u Tt — uf uy' T 2 + Uit ker/2 [ Mg T Ui k+1/2 k+1/2
- +p; | ta Yy
At h? 2h

r’_k+1/2
k+1 k k k k k k
u’,+ - uf n 1 _ ui_ 1 —2u; + uiyq +pk Ui — Uiy +qku{<
At 2 h? ! 2h Y
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
L T e i B O B S S RO W B SE W e
2 h? i 2h Gt

1
5 [r,k + r,-kJrl}
onde:

k+1/2
U*

r/.k+1/2
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Discretizagao dos Dom S
PVI - 1D - Parabélico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

- T - k+1 7
C1 Uf r1k+r1+

- k+1
a» rz"Jrr;r

S‘I L]
B
o
<
N

b; aj Ci uk + 0.5At | rk + rik+1

k k+1
?1 Fa—1t i1
n L+t

bp—1 an—1 Cpa u
b an |

|
S S3> ...

L2

i =1-05Ataf by = —05AthX &= —0.5Atcf

5 =1+05Ata" b =05Ath* & =05Atc,

QL




o dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico é xplicito, implicito e Crank-Nicolson

cia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade de Equacgoes
Diferenciais

@ A solucdo aproximada representa a solucdo exata da equacgao
diferencial?

@ Quando e sob que condicdes as solucdes dos sistemas lineares
resultantes discretos representam a solugdo exata da equagao
diferencial?

= Depende da Consisténcia das aproximacoes de diferencas
finitas e da Estabilidade e Convergéncia do método numérico
empregado.
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o dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico é xplicito, implicito e Crank-Nicolson

cia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Consisténcia
@ Quanto menor Ax melhor a aproximacao para as derivadas de
uma funcdo u:

Ju i u(x + Ax) — u(x)
Ox = Ax—0 Ax

ou seja, o erro de truncamento local ©(Ax) — 0

@ Para que uma discretizacdo seja consistente com a equacao
diferencial parcial, seu erro de truncamento local deve
tender a zero quando Ax, At — 0
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Discretizacdo dos Dominios
xplicito, implicito e Crank-Nicolson

PVI - 1D - Parabélico Métodos
Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

Aplicagcoes

Consisténcia em um exemplo - Equacao de Calor 1D:

ou 82u
o - 22
ot Ox?
k k k
ut o —2uf + u-
u,-k+1 = u,{(+aAt< =1 (Axl)2 ,+1>

Expandindo em série de Taylor os termos ulﬁrl, uf:l e uf‘“ em torno do ponto (x;, tk):

oulk  (Ax)? 82u k (Ax)3 3u ,
k k 4
Uy = uf £(Ax) ox, 2 0x2); 3 93, + ©(Ax)
ulk  (At)? dRulk
1=yl (A = —| +oe(ar)’
u; uj + ( )8t; 2 o) T (At)
dul* 82u |k At %ulk 5 5
Ei: . (j)ﬁiJF@((At)’(AX))
Erro Local de Truncamento —0 para Ax,At—0

EDP

= Aproximagdo consistente
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o dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico é xplicito, implicito e Crank-Nicolson

cia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Convergéncia

e Quando a solugdo numérica no dominio de interesse u¥ se
aproxima da solucdo exata u(x;, t*) da equacio diferencial se
Ax, At — 0 dizemos que o método numérico é convergente.

@ consisténcia é uma condicdo necessdria para a convergéncia

@ Podemos dizer que:
consisténcia + estabilidade —> convergéncia

@ O que ¢ estabilidade?
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o dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico é xplicito, implicito e Crank-Nicolson

cia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Estabilidade

@ Um método numérico é estavel se quaisquer erros ou
pertubacdes na solucdo n3o sdo amplificados sem limite.

@ O conceito de estabilidade esta relacionado ao crescimento,
ou diminuicao dos erros introduzidos nos calculos.

@ O actimulo dos erros pode ser evitado se seguirmos os
critérios de estabilidade dos métodos numéricos, isto é,
condicBes que garantam que o método numérico seja estdvel.

@ Normalmente para problemas transientes as condicoes de
estabilidade estabelecem limite superior para o valor de At
em fungdo de valores de Ax (ou Ay e Az se problemas
multidimensionais), além de coeficientes fisicos como
condutividade térmica, velocidade de propagacao, entre
outros.
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o dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico é xplicito, implicito e Crank-Nicolson

cia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicagcoes

Estabilidade - Em um exemplo

du 0%u
k=
ot 0x2

u; "t — uj uk | —2uk+ uf‘+1

At (Ax)?

Critério de estabilidade do método explicito:!

\ = kAt < 1
- (Ax)?2 T2
Os métodos Implicito e Crank-Nicolson sao
incondicionalmente estaveis.

'Fortuna, A.O., Técnicas Computacionais para Dindmica dos Fluidos -
Conceitos Basicos e Aplicacdes, 2000.
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicacoes

Aplicacao - Problema Parabdlico - Equacdao do Calor Transiente:

ou 82u
— = =f
gt o~ 0
onde0<x</,k>0et>0, sendo:
@ Condi¢cbes de Contorno:
u(0) = uo(t) u(l) = u(t) ou
du(0, t) du(l,t)
Y Ve oo(t) o = o/(t) ou

du(0, t)

o + Bou(0,t) = 70(t) 24D 4 Bu(l,t) = v(t)

Qo
onde ug, uy, 0o, oy, ag, Bo, a1, Bi, Yo € 7y sdo conhecidas.
@ Condi¢des Iniciais:
u(x,0) = g(x) em (0,/)



Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicacoes

Experimento 1: Equacao do calor com condutividade térmica
constante, fonte de calor nula e valor prescrito

@ Pardmetros basicos:
k = 0.835cm?/s, f(x,t) =0 e (0,/) = (0, 10)
@ Condi¢cGes de contorno e iniciais:
u(0,t) = 100°C, u(10,t) =50°C e u(x,0) =0, para x € (0, 10)
@ Parametros da aproximacdo por Diferencas finitas considerando a
condicdo de estabilidade:
° h:leAt1<£eAt2>%
o h=0leAt < 2 e Aty > £
o h=00leAt; < £ eAty> I
e Para cada valor de At observe o comportamento dos 3

métodos de avango no tempo para um nimero de passos
compdtivel com o valor de h.

@ Para uma dada configuracdo (h, At e método de avango no
tempo), encontre o tempo t no qual a temperatura atinge o estado
estacionario com tolerancia de 10~3.
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicacoes

Experimento 2: Equacdo do calor com condutividade térmica
constante, fonte de calor nula e fluxo prescrito
@ Parametros basicos:
k =0.835, f(x,t) =0e (0,/) = (0,10).
@ Condicdes de contorno e iniciais:
u(0,t) = 100°C, 24090 — g ¢ y(x,0) = 0, para x € (0, 10]
@ Parametros da aproximacdo por Diferencas finitas
considerando a condi¢do de estabilidade:
eh=leAth <Eent>LE
o h=0leAty < enty> I
o h=00leAt; <& e Aty > I
e Para cada valor de At observe o comportamento dos 3
métodos de avanco no tempo para um nidmero de passos
compativel com o valor de h.

e Para uma dada configuragdo (h, At e método de avango no
tempo), encontre o tempo t no qual a temperatura atinge o
estado estacionério com tolerancia de 1073.
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Discretizacdo dos Dominios
PVI - 1D - Parabdlico Métodos: explicito, implicito e Crank-Nicolson

Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade
Aplicacoes

Experimento 3: Equacdo do calor com condutividade térmica
constante, fonte de calor unitaria e fluxo prescrito
@ Parametros basicos:
k =0.835, f(x,t) =1e (0,/) = (0,10).
@ Condicdes de contorno e iniciais:
u(0,t) = 100°C, 24090 — g ¢ y(x,0) = 0, para x € (0, 10]
@ Parametros da aproximacdo por Diferencas finitas
considerando a condi¢do de estabilidade:
eh=leAth <Eent>LE
o h=0leAty < enty> I
o h=00leAt; <& e Aty > I
e Para cada valor de At observe o comportamento dos 3
métodos de avanco no tempo para um nidmero de passos
compativel com o valor de h.

e Para uma dada configuragdo (h, At e método de avango no
tempo), encontre o tempo t no qual a temperatura atinge o
estado estacionério com tolerancia de 1073.
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PVI - Hiperbélico - Equacdo da Onda

Equacdo da onda aclstica bidimensional

1 0%
2 _?ﬁ:% em Q=(0,L)x(0,L)

6= 0(xy,t) = 9(r. 1) -
so(r,t) = 6(r — ro)f(t), onde f(t) = (1 — 2m2f2t2)e ™ fct

e Fonte localizada no ponto rp = (0,0) do dominio.

Condi¢Ges iniciais:
9(x,y,0) = ¢°(x,y) =0
¢'(x,y,0) = ¢"(x,y) =0
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PVI - Hiperbélico - Equacdo da Onda

Esquema explicito no tempo (1)

1 6%
2 —
Vo e =%

k k k k—
(Ham2irohy oha 2o,y 1oRomed?
AX2 ING a2 INZ i
1<i<N=nr?

(Ax = Ay)

1
AX ( i+n + ¢I+1 4¢)f( + ¢f'<—1 + (z):f—n) -

(OF" —20f + 6] 7") = 5]

(x AX?)

At?
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PVI - Hiperbélico - Equacdo da Onda

Esquema explicito no tempo (II)

Ax?
a?At?

(Dfn+ dfi1 — 485 + OF 1 +0F_,) — (OFT — 20K + ¢F71) = (Ax?)sk

A 2
—( x )qs,w Y Y Y S S

a?At?
28x7 1\ Ax® N 2y K
(onAtz)d)i + (oaQAt2)¢i +(Ax)s6,;

k+1
¢,‘+:*

(onAt2

N )wﬁn = 1 T A — 011 — S +20f — 0T = (a?A8%)syf

Formato Matriz-Vetor: ¢kt1 = —AApK + 20K — pk—1 — f |

2 2 .
onde & = ((’Afzt ) f = (a?At?)sg¥ e A tem estrutura pentadiagonal

(—-1,-1,+4,-1,-1) .
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PVI - Hiperbélico - Equacdo da Onda

Exemplo com n = 626 X 626 Parametros:
L =10.000 m; Ax =16 m; Ay = 16 m; tr = 5s; At = 0,003 s; « = 2.000 m/s; fc
=5Hz.

0.2 T T T

01 B
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