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Classificacao Matematica - Exemplo EDP de ordem 2

2 2 2
0% Ba¢+ca¢ p% L% L Fy_n

AZ?
Ox? Ox0y dy? ox oy
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Classificacao Matematica - Exemplo EDP de ordem 2

¢ 8¢ 32¢ p2¢ . 99

A— +B E—+F H

o2 " Baxay T o2 TPax TEG, THO
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A5z T Baxay + Cayp t D TE5, +FO=H
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Classificacao Matematica - Exemplo EDP de ordem 2

¢ ¢ ¢ 09 09
A= 1B A DY L E S L Fo=H
o=t 3X3y+C8y2 D5 tEG T b

Eliptica se:

2 2
B> —4AC <0 = ngJrgyf: H Eq. de Poisson
Parabdlica se:

¢ | 09
2 _ _
Bs—4AC=0 = ax2+ t_H Eq. Calor

Hiperbdlica se:
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Classificacao Matematica - Exemplo EDP de ordem 2

¢ 8¢ 8¢ o9 09
A— +B —+D—+E—+F¢p=H
Ox? + Oxdy +C8y2 + Ox + dy +Fo
Eliptica se:
¢ 0%
2 oo oo _ .
B-—4AC<0 = Ew + 3y H Eq. de Poisson
Parabdlica se:
¢ | 09
B? — 4AC = —o—— 4+ — = H Eq. Cal
C=0 = a@x2+8t q. Calor
Hiperbdlica se:
B> -4AC>0 = @—i@—f/ Eq. Ondas
ox2 o2 0%t 9
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@ Propriedade de interesse (pressdo, velocidade, temperatura,
etc ...) ndo se altera com o passar do tempo

Matematicamente representados por equacdes diferenciais
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O dominio de interesse é fechado
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@ A solucao em qualquer ponto no interior do dominio depende
das condicbes em todos os pontos do contorno
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EDP - Problemas de Equilibrio

@ Propriedade de interesse (pressdo, velocidade, temperatura,
etc ...) ndo se altera com o passar do tempo

Matematicamente representados por equacdes diferenciais
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Solu¢do lnica <
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Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Um breve estudo sobre Dinamica dos Fluidos Computacional

Dinamica dos Fluidos Computacional

Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos

ia Catabriga ANII e CC DI/PPGI




Um breve estudo sobre Dinadmica dos Fluidos Computacional Histéria
Dinamica dos Fluidos Computacional

Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos
Equacdo do Calor:

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Um breve estudo sobre Dinadmica dos Fluidos Computacional Histéria
Dinamica dos Fluidos Computacional

Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos
Equacdo do Calor:

99 2, _
E_av ¢—f(X,y,t)

Equagdo de Ondas:
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Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos
Equacdo do Calor:

99 2, _
E_av ¢—f(X,y,t)

Equagdo de Ondas:

1 0%¢
2Pt f(x,y,t)

Difusdo-Adveccio-Reac3o transiente:

V2 —

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Um breve estudo sobre Dinadmica dos Fluidos Computacional Histéria
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Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos
Equacdo do Calor:

¢ _ aV2¢p = f(x,y,t)

ot
v \.
Equacdo de Ondas: \
1 0%¢
2 _
v _a262t_f(x’y’t) -

Difusdo-Adveccio-Reac3o transiente:

99

SV (RVO)+BY G470 = F(x.y.1)
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Equacdes Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes - Exemplos
Equacdo do Calor:

¢
E - av2¢ = f(Xaya t)
-/’ .\
Equac3o de Ondas: \\‘
1 2
V2 500 fxy)

a? 0%t -
Condicéo inicial

Difusdo-Adveccdo-Reacdo transiente: ..
Solugdo Unica &

0 Condigdes de contorno
O V(KON BTG = F(xy. 1)

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



L Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno = PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Introducao
@ A solugdo de Problemas de Valor no Contorno (PVC) pelo
método das Diferencas Finitas consiste em:

e Discretizar o dominio;
e Aplicar aproximacdes de diferencas finitas nas derivadas da

equacdo diferencial;
e Aplicar condi¢cdes de contorno.

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno = PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Dadas as fungdes p(x), g(x) e r(x) continuas em (a, b), encontrar
u(x) tal que

Z2l2j+p( )d +g(x)u=r(x) a<x<b (1)

com condi¢des de contorno do tipo:

u(a du(a
u(a) = u, ou ddE() 050U Q5 dE<) + Bau(a) =72 (2)

" du(b
o) = ou 42—y ou v+ gpul6) = (3

onde u,, Up, Oa, Op, 3, Ba, ap, B, Y2 € Yp S30 constantes
conhecidas do problema.
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L Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno = PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Discretizacdo do Dominio

b—a

. (b-23)
(n—1)

x;i = a4+ (i—1)h, sendo a = x1, b = x, € n nimero de incégnitas
a=x1<x < < X1 < X<Xjp1<---<xp,=>b

Objetivo:

obter aproximag¢des u; ~ u(x;) V i=1,...,n
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno = PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Aproximac3o das derivadas por Diferencas finitas

Ujp1 — U

U(x) =~ — 6(h) (Diferenca Adiantada)

U(x) =~ %, 9(h) (Diferenca Atrasada)

u(x) =~ %, 6(h?) (Diferenca Central)
i1 — 2ui + U

o) o UL UL g(p)
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L Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno = PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Aplicando as Diferencas finitas na equacgdo diferencial

ui—1 —2u; + u; Uiyl — Uj—
( i—1 hzl l+1>+Pi< I+12h i 1>+QIUi—ri

bjui_1 + ajui + ciuir1=r Yi=1....n

onde:
ai=gq;— (2/h*) b= (1/h*) —pi/(2h) ¢ = (1/h?) + pi/(2h)

ETRE! 1T wm] [n]
by a o U> r
bi a ¢ ui | =1 ri

bp—1 an—1 Cn-1 Up—1 rn—1

i b an | | un | L ]

Matriz Tridiagonal!!!
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicges de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Condig¢des de Contorno - Valor Prescrito
A funcdo u é conhecida em x; = a e/ou x, = b, ou seja,
i = u(x1) = u, efou u, = u(x,) = up

Acao:
a—a=1 a—=0 n—nA=u,efou
a,,—>5,,:1, b1—>b1:07 rh — fp = Up

Supondo valor prescrito em x; = a e x, = b:

(1 0 1T ] [, ]
b2 an Co uz r
b,' aj Ci u; = ri

bn—l dpn—1 Ch—1 Un—1 n—1

i 0 1 | [ un | | Up |

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicges de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Condicdes de Contorno - Fluxo Prescrito
. / sy, du(a) du(b) __
A derivada de u ¢ conhecida: =~ =0, 0u —~ =0
A varidvel u;_q (para i = 1) ou a varidvel u;;1 (para i = n) deve ser
substituida na equacdo linear bju;_1 + aju; + cjujr1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacgdes de diferencas finitas convenientes na condi¢do de
derivada conhecida no contorno:
Para i=1= uj = “3* =0, = uy = 1y — ho,
H ! ~ Unt1—Un __ —
Para l:n:>un~%—ab:>un+1—un—|—hob
Acao:
aa—a=a+b, n—nAn=n-+bho,ou
a, —a,=an+¢cy th— F=r,— Chhop

Supondo valor prescrito em x; = a e derivada prescrita em x,, = b:

1 0 uy ug
by a2 @ u2 r
bp—1 an—1 Ch—1 Up—1 n—1
bp ap + ¢n up rm — cphoyp
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicges de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Condig¢des de Contorno - Condicdo mista

Um combinagio linear entre u e v’ é conhecida: a,u'(a) + Sau(a) =7,
ou apt’(b) + Bru(b) = vp

A varidvel u;_y (para i = 1) ou a varidvel u; 1 (para i = n) deve ser
substituida na equag3o linear bju;_1 + aju; + cjujr1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacgdes de diferencas finitas convenientes na condicdo no
contorno:

i=1= Olaul;huo + Baul =Y = Up = (1 + hﬂa/aa)ul - h'Va/aa
i=n= ap™2— 4 Bpuy, = yp = U1 = (1 — hfBb/ap)un + hyp /o
Acao:

ag—ar=a+bi(1+hB:/as), n— A =n+bhy./a,ou

an— an=an+ c(l—hBp/ap), rh— Fn=rn— cahyp/ap

Supondo condi¢do mista em x; = a e valor prescrito em x, = b:

ay 1 uy n
az (=] u n

bp—1 an—1 Cn—1 Up—1 n—1
0 1 up up
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno/~ PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Exemplo com solucdo conhecida
Encontre a solugao aproximada por diferencas finitas para do PVC:

/!

u —%u’—i—u = x2+%paraxe(0,1)
u(0) = -1
u(l) = 1
ou
J(0) = 1
u(l) = 1

u(0) = -1
—u'(1)+2u(l) = -3

Considere n = 5, 10 e 50
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno/~ PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Exemplo com solucdo conhecida
Encontre a solugao aproximada por diferencas finitas para do PVC:

/!

u —%u’—i—u = x2+%paraxe(0,1)
u(0) = -1
u(l) = 1
ou
J(0) = 1
u(l) = 1

u(0) = -1
—u'(1)+2u(l) = -3

Considere n = 5, 10 e 50
Sabendo que a solug3o exata é u(x) = x? + x — 1 avalie o erro cometido
em x = 0.5
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno/~ PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Conservacdo de Calor em uma haste longa e fina

A conservagdo de calor em uma haste longa e fina (conforme Figura ??), considerando
que a haste n3o esteja isolada e que o sistema esteja em estado estacionario, pode ser
modelada pelo PVC:

1) Y~ AN | [

Geometria da haste longa e fina

d?T

W+K(TQ—T) = 0em(0,L)
TO) = T
TL) = T

onde K representa o coeficiente de transferéncia de calor que paramatriza as taxas de
dissipacio de calor para o ar (m~2) e T, é a temperatura do ar em torno da haste
(°C). Considerando T(0) = 40°C, T(10) =200°C, K =0.01 m—2 e T, =20 °C,
obtenha a distribuigdo da temperatura no interior do intervalo (0, 10), considerando
n = 10,50, 100. Plote os grafico da solugdo aproximada para cada;n.
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P Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Caniliies b @i - PYE iD

Exemplos PVC - 1D

Resfriador unidimensional

Considere o problema de resfriar uma massa aquecida como mostra a Fig. ?77.
Exemplos podem incluir o resfriamento de chips de computadores ou amplificadores
elétricos. O modelo matemdtico que descreve a transferéncia de calor na direcdo
unidimensional x é dado pela Equac3o de transferéncia de calor (préximo slide).
Detalhes sobre a definicio do modelo matemitico pode ser encontrado em (1),
disponivel na pdgina do curso.

Hot Mass Cool Region

Geometria do Resfriador

IR. E. White, Computational Modeling with Methods and Analysis,
Department of Mathematics, North Carolina State University, 2003
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condicaes|delContorno/~ PVC 1D

Exemplos PVC - 1D

Resfriador unidimensional

i ("diff)) +Cul)=flx) 0<x<L

com condigdes de contorno do tipo:

u(0) = w
du(L)
Cref U(L) +K——" = CrefUref
dx

onde K é a condutividade térmica, u,.r é uma temperatura de referéncia, up é a
temperatura inicial da massa e c,.r é a abilidade da superficie do resfriador de
transmitir calor na regido. A constante C e o termo fonte f s3o fun¢des da geometria
do resfriador (observe a Figura do resfriador), dadas por:

c= <2W+2T
B T™w

onde a temperatura inicial da massa ug = 160, a temperatura de referéncia u,er = 70,
K =0.001, T=0.1, W =10 e L = 1. Podemos considerar diferentes possibilidades
para o coeficiente cef, por exemplo, c,er = 0.0001, c,er = 0.001, cr = 0.01,

Cref = 0.1.

Considerando n = 10, n =50 e n = 100 encontre a solugdo aproximada para os
diferentes coeficientes c,.r. Para cada caso plote o gréfico da solugdo aproximada,
considerando n = 50.
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Problema de Valor no Contorno - 2D

Supor k, Bx(x,y), By(x,y), 7(x,y), 8(x,y), h(x,y) e f(x,y)
conhecidas, encontrar u(x,y) em Q € R? tal que:

2, 2,
k<(9 +8 >+BX —i—,@’ya yu = femQ

ox2  Oy?
u = gemly,
—k% — hemT,
ou
aq%+5qu = gemlTy,

00 =T, +Th+T,
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Discretizacao do Dominio Retangular

Q={(x,y),a<x< bc<y<d}

m—1
Objetivo:
obter aproximagdes uj ~ u(x;,y;)) ¥V i=1,....,nej=1,....m
I=n*n=N
I+n

L+l T 1 : 1+1

0 U IO W I S S |
I=n+1 I=2n
1j-1 I-n 1=1 I

[}
3

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario

Condigoes de Contorno

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas

ou Uit1j — Uji-1;j

U1 — Uy 2
i v) =~ = 0(h
B i %) 2h, om0 k)
Ou Uij+l — Uij—1  Upgp — U_p 2
oy Ui %9) 2h, 2h, (hy)
2%u Ui—1j —2ujj +uUiy1;  uj—1 —2u; + Upyq 2
Fu N _ 0(h
axz (Xnyj) h)2< h)2< ) ( X)
9%u Uij—1 — 2ujj + Ujj11 Uj—p — 2U] + Uj4p 2
7(Xi7yj) ~ ! 2J L = 2 ’ 9(h )
dy? h2 h2 x
Lyl I+n
g |y ol 1 T I+l
Lyl In I=1,2,...,mxn
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas

1—2 _n—2
_k(UI 12U Ui Uin Ul+ul+n) N

G G
(3 (252 )+ (et )
yiup = f
diuj_p+ bjuj_1 + aju; + Ciujy1 + €eUjyp = fl VI = 17 -ee,mxn
a = v +2k(1/h+1/h)
b (—k/B2) = (B)1/(2hy)
c = ( k/hz) + (ﬂx)l/(zhx)
d (—k/hy) = (By)i/(2hy)
e = (—k/hy)+(B,)1/(2hy)

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI



Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Sistema Resultante - Matriz Pentadiagonal

(a1 «a e 1TTw] [ A
b a o & Uo H
dn+1 bn+1 an+1 Cn+1 e'n-&—l Upt1 fn+1
d by a c e uy fi

dn-1 bv—1 an—1 on—1| |fn—1 fn—1

i dn by an | | un | | v ]
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Configuracao - 2D - Pentadiagonal

a, b c,
b, a, b, C,
b, a, 0 Cy
c, 0 a, b, c,
Cs b, as; b, Cs
Cq b, a, 0 Cq
c, 0 a, b
Cy by a; b
L Cy b, dy |
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Valor Prescrito

A fungdo u é conhecida em /, ou seja, u; = u(x;,y;) = g(xi, ;) = &
Acao:

a;— a; =1, C//-)C?/ZO7 b/—>5/:0, c—¢ =0 ¢—¢&=
O,efinfi=g

Representando a linha / do sistema:

Up—y
n—1 -1 I I+1 I +n
uj—1
o ... 0 1 0 .. 0o .. |lw)|=H
Ury1
Ul4n
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida em /, ou seja, —k%£ |, = h(x;,y;) = hy
O dominio Q é retangular, portanto a derivada com relacdo a normal
exterior unitdria (n) é definida por:

—Z—; para [ =1,2,...,n

d

CTUZ %para I'=n2%n,..., mxn

n
%para /:(m—l)*n+17(m—1)*n+2,...7m*n
—d para I=1,n+1,...,(m—1)xn+1

Dependendo da posi¢ao / no contorno, uma das varidveis | — n, | — 1,
I +1, I + n estara fora do dominio, portanto a equacio:

divj—n+ biui—1 + ajuy + quip + eupn =1

devera sofrer as modificacdes necessarias considerando uma das
possibilidades descritas de acima.
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1,2,....n
du du uy— uj_p hy
dn‘l < dy) |I ( hy ) 1 Uj—n u k i

Substituindo na equagido /:

h
bruj—1 + (ar + dp)uy + cruppr + eruppn = fi + d/%h/

Acao: _ _
aj— a, = a;+d, d/—>d/=0€f/—>f/=f/+d/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I =n2x%xn,....,mxn
du, du N Ul —ur\ B hy
7/(%“—7/( <dx) |/~ k< h > = hy = Ujy1 = Uy p hy

Substituindo na equacgio /:

hy
divj_n+ bjuj—1 + (a7 + c)uy + ejupn = fi + CIThI

Acao:
a; — a; =a;+ ¢, C/—)C_/Ioef/—)f/:f/JrC/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=(m-=1)x«n+1,(m=1)x«n+2,....,mx%n
du du Upyn — Uy hy,
7/(— :7/( —_— Q—‘;fk _— :h n= 7—h
n" (dy) li < h, > 1= Upen = up— o hy

Substituindo na equacio /:

h
divj—n+ bjuj—1 + (a) + e)uy + quiyr = i + e,%h/

Acao:
= = 3 h
a —a =a te, e,%e,:Oef/%f,:f,Jre,%h,
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1n+1,...,(m—1)xn+1

du du up— uj_1 hy
dn|l ( dX) |I ( hx ) 1 -1 uj K I

Substituindo na equagio /:

h
diuj—p+ (ar + by)uy + qrupyr + epuppn = fi + b/fh/

Acao: _ _
aj— a =a;+ by, b/—>b/=0ef/—>f/=f/+b/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista

Um relagdo linear entre a derivada e a funcdo é conhecida em /, ou seja,
du —

Qq (%)1_"' Baur = qi _ 5

O dominio Q é retangular, portanto a derivada com relagdo a normal

exterior unitdria (n) é definida por:

_ZTL/’ para [ =1,2,...,n

d

CT:II: %para I'=n2%n,...,mxn
%para /:(m—l)*n+l,(m—1)*n+2,7m*’7
—% para I=1,n+1,....,(m=1)xn+1

Dependendo da posi¢ao / no contorno, uma das varidveis | — n, I — 1,
I +1, I + n estara fora do dominio, portanto a equacdo:

divj—n+ biui—1 + ajuy + quipr + Ui =1

devera sofrer as modificacdes necessarias considerando uma das
possibilidades descritas acima.
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista para I =1,2,...

0
Qg _2 "‘Bqul = q
dy /,

<8u> U — Uj_n
Como | — ~ — 1
9y ), hy

- (1-’”5")11,#’”’

Qq Qq

Substituindo na equa¢io /:

h h
byuj—1 + <al +d (1 - yﬂq)) U+ crupy1 + €Uy, = fi — a9,
aq aq

Acao:
a,%é,:a/er/(lf—hjf"), d/*)J/IOGf/*)f_’/Iﬁfd/L(yyqlq/
q 'q
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista para I = n,2%n,..., mx*n

ou U1 — Uy
C -
omo (6X>I hX
hx hx
U1 = (l_ﬂq>ul+ql
Qg Qg

Substituindo na equa¢io /:

h h
diuj_pn+ bjuj_1 + (a/ + ¢ (l — XBq)) up e, ="f—q x4
Qq Qgq

Acao:
3 = — by G =0efimsf=Ff—cha
as—~a =a +qgll e ag—¢=0efi—>1f=1 Claq
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PVC 3D - Estacionario

Configuracao - 3D
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I=n*n+1
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- Estacionario
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