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História
Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

Aspectos Gerais - Definição

CFD - Computational Fluid Dynamics ou DFC - Dinâmica dos
Fluidos Computacional:

Dinâmica dos Fluidos Computacional é área da computação
cient́ıfica que estuda métodos computacionais para simulação
de fenômenos que envolvem fluidos em movimento com ou
sem troca de calor.
Fluido em movimentos (gás e ĺıquido) são regidos por
equações diferenciais parciais que representam leis de
conservação da massa, momento e energia.
Dinâmica de Fluidos Computacional é a arte de substituição de
tais sistemas de equações diferenciais parciais por um conjunto
de equações algébricas que podem ser resolvidos usando
computadores digitais.
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Caracteŕısticas dos Fluidos

Propriedades Macroscópicas:

ρ densidade
µ viscosidade
p pressão
T temperatura
v velocidade

Classificação do movimento de
fluidos:

viscoso ⇔ não viscoso
compresśıvel ⇔ incompresśıvel
estacionário ⇔ transiente
laminar ⇔ turbulento
unifásico ⇔ multifásico

A confiabilidade de simulações
em DFC é maior:

para escoamentos laminares
(lentos) que turbulentos
(rápidos).
para escoamentos unifásicos
que multifásicos.
para sistemas quimicamente
inertes que escoamentos
reativos.
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Caracteŕısticas dos Fluidos

Propriedades Macroscópicas:
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em DFC é maior:

para escoamentos laminares
(lentos) que turbulentos
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Caracteŕısticas dos Fluidos

Propriedades Macroscópicas:
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em DFC é maior:

para escoamentos laminares
(lentos) que turbulentos
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

Aspectos Gerais - História
Antiguidade: avanços concentrados em
obras hidráulicas: arquedutos, canais,
portos, balneários.

Arquimedes (287-212 AC): iniciou as
áreas de mecânica estática,
hidrostática, e picnometria (medir a
densidade e volumes de objetos).

Uma das invenções de Arquimedes é o
parafuso de água, que pode ser usado
como elevador e para transporte de
água.

Caracteŕıstica:
Experimental e
Matemática
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obras hidráulicas: arquedutos, canais,
portos, balneários.
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áreas de mecânica estática,
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Caracteŕıstica:
Experimental e
Matemática
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Matemática

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI
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História
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Leonardo da Vinci(1452-1519):

dentre suas diversas contribuições
dedicou-se a observar fenômenos
naturais viśıveis e descrevê-los em suas
pinturas, desenhos, etc...

Participou do planejamento e
supervisão de obras de portos e canais
na Itália e na França.

Sua contribuição para a mecânica dos
fluidos foi o tratado: O movimento e a
extensão da água (Del moto e misura
dell’acqua - descreve o movimento de
águas, ondas, redemoinhos, jatos de
água, etc ...).

Caracteŕıstica: Experimental e Matemática
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Caracteŕıstica: Experimental e Matemática
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pinturas, desenhos, etc...

Participou do planejamento e
supervisão de obras de portos e canais
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águas, ondas, redemoinhos, jatos de
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

História
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águas, ondas, redemoinhos, jatos de
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águas, ondas, redemoinhos, jatos de
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

Discretização do Doḿınio
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História
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

História
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História
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

História
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Parabólicas
Hiperbólicas
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

Classificação Matemática - Exemplo EDP de ordem 2

A
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+ B

∂2φ

∂x∂y
+ C

∂2φ

∂y2
+ D

∂φ

∂x
+ E

∂φ

∂y
+ Fφ = H

Eĺıptica se:

B2 − 4AC < 0 ⇒ ∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= H Eq. de Poisson

Parabólica se:

B2 − 4AC = 0 ⇒ −α∂
2φ

∂x2
+
∂φ

∂t
= H Eq. Calor

Hiperbólica se:

B2 − 4AC > 0 ⇒ ∂2φ

∂x2
− 1

α2

∂2φ

∂2t
= H Eq. Ondas
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

História
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História
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A solução em qualquer ponto no interior do doḿınio depende
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas de Equiĺıbrio
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

História
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas de Equiĺıbrio - Exemplos:
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História
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História
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O doḿınio de interesse é aberto
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Conhecidos como problema de valor inicial

As condições de contorno são conhecidas em todo instante de
tempo
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hiperbólicas ou parabólicas
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O doḿınio de interesse é aberto
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solução é calculada partindo da suposição dos dados iniciais
satisfazendo as condições de contorno

Exemplos:

Equação do Calor
Equação de Ondas
Equação de Difusão-Advecção-Reação transiente

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI
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História
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Dinâmica dos Fluidos Computacional
Equações Diferenciais Parciais - EDP

EDP - Problemas Transientes

Propriedade de interesse (pressão, velocidade, temperatura,
etc ...) variam com o tempo

Matematicamente representados por equações diferenciais
hiperbólicas ou parabólicas
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solução é calculada partindo da suposição dos dados iniciais
satisfazendo as condições de contorno

Exemplos:

Equação do Calor
Equação de Ondas
Equação de Difusão-Advecção-Reação transiente
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História
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Equação do Calor:

∂φ

∂t
− α∇2φ = f (x , y , t)

Equação de Ondas:

∇2φ− 1

α2

∂2φ

∂2t
= f (x , y , t)

Difusão-Advecção-Reação transiente:

∂φ

∂t
−∇(.κ∇φ)+β.∇φ+γφ = f (x , y , t)

Solução única ⇔
Condições de contorno
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Método das Diferenças Finitas
Condições de Contorno - PVC 1D
Exemplos PVC - 1D

Introdução

A solução de Problemas de Valor no Contorno (PVC) pelo
método das Diferenças Finitas consiste em:

Discretizar o doḿınio;
Aplicar aproximações de diferenças finitas nas derivadas da
equação diferencial;
Aplicar condições de contorno.
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Dadas as funções p(x), q(x) e r(x) cont́ınuas em (a, b), encontrar
u(x) tal que

d2u

dx2
+ p(x)

du

dx
+ q(x)u = r(x) a < x < b (1)

com condições de contorno do tipo:

u(a) = ua ou du(a)
dx = σa ou αa

du(a)

dx
+ βau(a) = γa (2)

u(b) = ub ou du(b)
dx = σb ou αb

du(b)

dx
+ βbu(b) = γb (3)

onde ua, ub, σa, σb, αa, βa, αb, βb, γa e γb são constantes
conhecidas do problema.
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Discretização do Doḿınio

h =
(b − a)

(n − 1)

xi = a + (i − 1)h, sendo a = x1, b = xn e n número de incógnitas

a = x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn = b

Objetivo:
obter aproximações ui ≈ u(xi ) ∀ i = 1, . . . , n
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Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

u′(xi ) ≈
ui+1 − ui

h
, θ(h) (Diferença Adiantada)

u′(xi ) ≈
ui − ui−1

h
, θ(h) (Diferença Atrasada)

u′(xi ) ≈
ui+1 − ui−1

2h
, θ(h2) (Diferença Central)

u′′(xi ) ≈
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
, θ(h2)
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Aplicando as Diferenças finitas na equação diferencial(
ui−1 − 2ui + ui+1

h2

)
+ pi

(
ui+1 − ui−1

2h

)
+ qiui = ri

biui−1 + aiui + ciui+1 = ri ∀i = 1, . . . , n

onde:

ai = qi −
(
2/h2

)
bi =

(
1/h2

)
− pi/(2h) ci =

(
1/h2

)
+ pi/(2h)

a1 c1

b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bi ai ci
. . .

. . .
. . .

bn−1 an−1 cn−1

bn an





u1

u2

...
ui
...

un−1

un


=



r1
r2
...
ri
...

rn−1

rn


Matriz Tridiagonal!!!
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Configuração - 1D - Tridiagonal
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Condições de Contorno - Valor Prescrito
A função u é conhecida em x1 = a e/ou xn = b, ou seja,
u1 = u(x1) = ua e/ou un = u(xn) = ub

Ação:
a1 → ā1 = 1, c1 → c̄1 = 0, r1 → r̄1 = ua e/ou
an → ān = 1, b1 → b̄1 = 0, rn → r̄n = ub

Supondo valor prescrito em x1 = a e xn = b:

1 0
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bi ai ci
. . .

. . .
. . .

bn−1 an−1 cn−1

0 1





u1

u2

...
ui
...

un−1

un


=



ua
r2
...
ri
...

rn−1

ub
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Condições de Contorno - Fluxo Prescrito
A derivada de u é conhecida: du(a)

dx = σa ou du(b)
dx = σb

A variável ui−1 (para i = 1) ou a variável ui+1 (para i = n) deve ser
substituida na equação linear biui−1 + aiui + ciui+1 = ri . Para isso, deve
ser usado aproximações de diferenças finitas convenientes na condição de
derivada conhecida no contorno:
Para i = 1⇒ u′i ≈

u1−u0

h = σa ⇒ u0 = u1 − hσa
Para i = n⇒ u′n ≈

un+1−un
h = σb ⇒ un+1 = un + hσb

Ação:
a1 → ā1 = a1 + b1, r1 → r̄1 = r1 + b1hσa ou
an → ān = an + cn, rn → r̄n = rn − cnhσb

Supondo valor prescrito em x1 = a e derivada prescrita em xn = b:



1 0
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bn−1 an−1 cn−1
bn an + cn





u1
u2

.

.

.
un−1
un

 =



ua
r2
.
.
.

rn−1
rn − cnhσb
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Condições de Contorno - Condição mista
Um combinação linear entre u e u′ é conhecida: αau

′(a) + βau(a) = γa
ou αbu

′(b) + βbu(b) = γb
A variável ui−1 (para i = 1) ou a variável ui+1 (para i = n) deve ser
substituida na equação linear biui−1 + aiui + ciui+1 = ri . Para isso, deve
ser usado aproximações de diferenças finitas convenientes na condição no
contorno:
i = 1⇒ αa

u1−u0

h + βau1 = γa ⇒ u0 = (1 + hβa/αa)u1 − hγa/αa

i = n⇒ αb
un+1−un

h + βbun = γb ⇒ un+1 = (1− hβb/αb)un + hγb/αb

Ação:
a1 → ā1 = a1 + b1(1 + hβa/αa), r1 → r̄1 = r1 + b1hγa/αa ou
an → ān = an + cn(1− hβb/αb), rn → r̄n = rn − cnhγb/αb

Supondo condição mista em x1 = a e valor prescrito em xn = b:

ā1 c1
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bn−1 an−1 cn−1
0 1





u1
u2

.

.

.
un−1
un

 =



r̄1
r2
.
.
.

rn−1
ub
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Exemplo com solução conhecida
Encontre a solução aproximada por diferenças finitas para do PVC:

u′′ − 1

2
u′ + u = x2 +

1

2
parax ∈ (0, 1)

u(0) = −1

u(1) = 1

ou

u′(0) = 1

u(1) = 1

ou

u(0) = −1

−u′(1) + 2u(1) = −3

Considere n = 5, 10 e 50

Sabendo que a solução exata é u(x) = x2 + x − 1 avalie o erro cometido
em x = 0.5
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Conservação de Calor em uma haste longa e fina
A conservação de calor em uma haste longa e fina (conforme Figura ??), considerando
que a haste não esteja isolada e que o sistema esteja em estado estacionário, pode ser
modelada pelo PVC:

Geometria da haste longa e fina

d2T

dx2
+ K(Ta − T ) = 0 em (0, L)

T (0) = T1

T (L) = T2

onde K representa o coeficiente de transferência de calor que paramatriza as taxas de
dissipação de calor para o ar (m−2) e Ta é a temperatura do ar em torno da haste
(0C). Considerando T (0) = 400C , T (10) = 2000C , K = 0.01 m−2 e Ta = 20 0C ,
obtenha a distribuição da temperatura no interior do intervalo (0, 10), considerando
n = 10, 50, 100. Plote os gráfico da solução aproximada para cada n.
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Resfriador unidimensional
Considere o problema de resfriar uma massa aquecida como mostra a Fig. ??.
Exemplos podem incluir o resfriamento de chips de computadores ou amplificadores
elétricos. O modelo matemático que descreve a transferência de calor na direção
unidimensional x é dado pela Equação de transferência de calor (próximo slide).
Detalhes sobre a definição do modelo matemático pode ser encontrado em (1),
dispońıvel na página do curso.

Geometria do Resfriador

1R. E. White,Computational Modeling with Methods and Analysis,
Department of Mathematics, North Carolina State University, 2003

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI
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Resfriador unidimensional

−
d

dx

(
K

du(x)

dx

)
+ Cu(x) = f (x) 0 < x < L

com condições de contorno do tipo:

u(0) = u0

cref u(L) + K
du(L)

dx
= cref uref

onde K é a condutividade térmica, uref é uma temperatura de referência, u0 é a
temperatura inicial da massa e cref é a abilidade da superf́ıcie do resfriador de
transmitir calor na região. A constante C e o termo fonte f são funções da geometria
do resfriador (observe a Figura do resfriador), dadas por:

C ≡
(

2W + 2T

TW

)
cref e f ≡ Curef

onde a temperatura inicial da massa u0 = 160, a temperatura de referência uref = 70,
K = 0.001, T = 0.1, W = 10 e L = 1. Podemos considerar diferentes possibilidades
para o coeficiente cref , por exemplo, cref = 0.0001, cref = 0.001, cref = 0.01,
cref = 0.1.
Considerando n = 10, n = 50 e n = 100 encontre a solução aproximada para os
diferentes coeficientes cref . Para cada caso plote o gráfico da solução aproximada,
considerando n = 50.
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Supor k , βx(x , y), βy (x , y), γ(x , y), g(x , y), h(x , y) e f (x , y)
conhecidas, encontrar u(x , y) em Ω ∈ <2 tal que:

−k
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ βx

∂u

∂x
+ βy

∂u

∂y
+ γu = f em Ω

u = g em Γg

−k ∂u
∂n

= h em Γh

αq
∂u

∂n
+ βqu = q em Γq

∂Ω = Γg + Γh + Γq

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI
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Discretização do Doḿınio Retangular

Ω = {(x , y), a < x < b, c < y < d}

hx = (b−a)
(n−1) xi = a + (i − 1)hx , i = 1, . . . , n

hy = (d−c)
(m−1) yj = c + (j − 1)hy , j = 1, . . . ,m

Objetivo:
obter aproximações uij ≈ u(xi , yj) ∀ i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m
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Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

∂u

∂x
(xi , yj) ≈

ui+1,j − ui−1,j

2hx
=

uI+1 − uI−1

2hx
, θ(h2

x)

∂u

∂y
(xi , yj) ≈

ui ,j+1 − ui ,j−1

2hy
=

uI+n − uI−n
2hy

θ(h2
y )

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

ui−1,j − 2uij + ui+1,j

h2
x

=
uI−1 − 2uI + uI+1

h2
x

, θ(h2
x)

∂2u

∂y2
(xi , yj) ≈

ui ,j−1 − 2uij + ui ,j+1

h2
y

=
uI−n − 2uI + uI+n

h2
y

, θ(h2
x)

I = 1, 2, . . . ,m ∗ n
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Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

−k
(
uI−1 − 2uI + uI+1

h2
x

+
uI−n − 2uI + uI+n

h2
y

)
+

(βx)I

(
uI+1 − uI−1

2hx

)
+ (βy )I

(
uI+n − uI−n

2hy

)
+

γIuI = fI

dIuI−n + bIuI−1 + aIuI + cIuI+1 + eIuI+n = fI ∀I = 1, . . . ,m ∗ n

aI = γI + 2k
(
1/h2

x + 1/h2
y

)
bI =

(
−k/h2

x

)
− (βx)I/(2hx)

cI =
(
−k/h2

x

)
+ (βx)I/(2hx)

dI =
(
−k/h2

y

)
− (βy )I/(2hy )

eI =
(
−k/h2

y

)
+ (βy )I/(2hy )
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Sistema Resultante - Matriz Pentadiagonal



a1 c1 e1

b2 a2 c2 e2

. . .
. . .

. . .
. . .

dn+1 bn+1 an+1 cn+1 en+1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

dI bI aI cI eI
. . .

. . .
. . .

. . .

dN−1 bN−1 aN−1 cN−1

dN bN aN





u1

u2

...
un+1

...
uI
...

fN−1

uN


=



f1
f2
...

fn+1

...
fI
...

fN−1

fN
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Diferenças Finitas
Condições de Contorno

Condições de Contorno - Valor Prescrito

A função u é conhecida em I , ou seja, uI = u(xi , yj) = g(xi , yj) = gI
Ação:
aI → āI = 1, dI → d̄I = 0, bI → b̄I = 0, cI → c̄I = 0, eI → ēI =
0, e fI → f̄I = gI

Representando a linha I do sistema:


n − 1 I − 1 I I + 1 I + n

. . . 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . .





...
un−I

...
uI−1

uI
uI+1

...
uI+n

...



= gI
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Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida em I , ou seja, −k du
dn |I = h(xi , yj) = hI

O doḿınio Ω é retangular, portanto a derivada com relação a normal
exterior unitária (n) é definida por:

− du
dy para I = 1, 2, . . . , n

du

dn
= du

dx para I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n
du
dy para I = (m − 1) ∗ n + 1, (m − 1) ∗ n + 2, . . . ,m ∗ n

− du
dx para I = 1, n + 1, . . . , (m − 1) ∗ n + 1

Dependendo da posição I no contorno, uma das variáveis I − n, I − 1,
I + 1, I + n estará fora do doḿınio, portanto a equação:
dIuI−n + bIuI−1 + aIuI + cIuI+1 + eIuI+n = fI
deverá sofrer as modificações necessárias considerando uma das
possibilidades descritas de acima.

Lucia Catabriga ANII e CC DI/PPGI
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Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = 1, 2, . . . , n

−k du
dn
|I = −k

(
−du

dy

)
|I ≈ k

(
uI − uI−n

hy

)
= hI ⇒ uI−n = uI −

hy
k
hI

Substituindo na equação I :

bIuI−1 + (aI + dI )uI + cIuI+1 + eIuI+n = fI + dI
hy
k
hI

Ação:
aI → āI = aI + dI , dI → d̄I = 0 e fI → f̄I = fI + dI

hy
k hI
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Condições de Contorno

Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n

−k du
dn
|I = −k

(
du

dx

)
|I ≈ −k

(
uI+1 − uI

hx

)
= hI ⇒ uI+1 = uI −

hx
k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + bIuI−1 + (aI + cI )uI + eIuI+n = fI + cI
hx
k
hI

Ação:
aI → āI = aI + cI , cI → c̄I = 0 e fI → f̄I = fI + cI

hx
k hI
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Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = (m − 1) ∗ n + 1, (m − 1) ∗ n + 2, . . . ,m ∗ n

−k du
dn
|I = −k

(
du

dy

)
|I ≈ −k

(
uI+n − uI

hy

)
= hI ⇒ uI+n = uI −

hy
k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + bIuI−1 + (aI + eI )uI + cIuI+1 = fI + eI
hy
k
hI

Ação:
aI → āI = aI + eI , eI → ēI = 0 e fI → f̄I = fI + eI

hy
k hI
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Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = 1, n + 1, . . . , (m − 1) ∗ n + 1

−k du
dn
|I = −k

(
−du

dx

)
|I ≈ k

(
uI − uI−1

hx

)
= hI ⇒ uI−1 = uI −

hx
k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + (aI + bI )uI + cIuI+1 + eIuI+n = fI + bI
hx
k
hI

Ação:
aI → āI = aI + bI , bI → b̄I = 0 e fI → f̄I = fI + bI

hx
k hI
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Condição de Contorno Mista

Um relação linear entre a derivada e a função é conhecida em I , ou seja,
αq

(
∂u
∂n

)
I

+ βquI = qI
O doḿınio Ω é retangular, portanto a derivada com relação a normal
exterior unitária (n) é definida por:

− du
dy para I = 1, 2, . . . , n

du

dn
= du

dx para I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n
du
dy para I = (m − 1) ∗ n + 1, (m − 1) ∗ n + 2, . . . ,m ∗ n

− du
dx para I = 1, n + 1, . . . , (m − 1) ∗ n + 1

Dependendo da posição I no contorno, uma das variáveis I − n, I − 1,
I + 1, I + n estará fora do doḿınio, portanto a equação:
dIuI−n + bIuI−1 + aIuI + cIuI+1 + eIuI+n = fI
deverá sofrer as modificações necessárias considerando uma das
possibilidades descritas acima.
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Um breve estudo sobre Dinâmica dos Fluidos Computacional
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionário
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionário

PVC 3D - Estacionário

Diferenças Finitas
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Condição de Contorno Mista para I = 1, 2, . . . , n

αq

(
−∂u
∂y

)
I

+ βquI = qI

Como

(
∂u

∂y

)
I

≈ uI − uI−n
hy

uI−n =

(
1− hyβq

αq

)
uI +

hyqI
αq

Substituindo na equação I :

bIuI−1 +

(
aI + dI

(
1− hyβq

αq

))
uI + cIuI+1 + eIuI+n = fI − dI

hyqI
αq

qI

Ação:

aI → āI = aI + dI
(

1− hyβq

αq

)
, dI → d̄I = 0 e fI → f̄I = fI − dI

hyqI
αq

qI
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Condição de Contorno Mista para I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n

αq

(
∂u

∂x

)
I

+ βquI = qI

Como

(
∂u

∂x

)
I

≈ uI+1 − uI
hx

uI+1 =

(
1− hxβq

αq

)
uI +

hxqI
αq

Substituindo na equação I :

dIuI−n + bIuI−1 +

(
aI + cI

(
1− hxβq

αq

))
uI + eIuI+n = fI − cI

hxqI
αq

Ação:

aI → āI = aI + cI
(

1− hxβq

αq

)
, cI → c̄I = 0 e fI → f̄I = fI − cI

hxqI
αq
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