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Integracao Numérica

@ Férmulas de Newton-Cotes

e Regra dos Trapézios
o Regra 1/3 de Simpson

@ Férmulas de Gauss-Legendre



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Férmulas de Newton-Cotes:
f(x) = pm(x) + Em(x)

onde Pm(x) = polindémio interpolador de grau m
Em(x) = erro na interpolagdo

b b b
:>/ f(x)dx—/ pm(x)dx+/ Em(x)dx
a a a
Férmulas:

Q@ A regra dos Trapézios (m = 1)
@ A regra 1/3 de Simpson (m = 2)

f) f(x)
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios usando um subintervalo em [a, b]:

T F(x)dx ~ [ py(x)dx = DB ()

fx)

fb)

fla

A regra dos Trapézios usando mais de um subintervalo em [a, b]:

flx) flx)

2

3
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios usando n subintervalos em [a, b]:
X,+1 X1+1
/ dx—Z/ dx—Z/ x) 4 Ei(x)) dx

fx)

&)y
S(xa—3)

(xg) Oy _2)

m/ % 1) -

/ Flx,_y)
Flaa)

\




Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

/:iﬂ Ei(x)dx = /m1 Pl(gX) (= i) (x = Xi41) dx

(pelo TVI)! = 'm [ X’“ — i) }
)(X:+1 x)?, & € (xi,Xit1)
i/ml f(x)dx = w(mﬂ - X;)
(&)

(xit1— %)%, & € (xixit1)

12

1Se f” é continua, 3 & € (x;,xi11) tal que
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Vamos assumir que xj31 —x; = h, i =0,1,--- . n— 1. Ent3o,
b n—1  xi
f(x)dx = f(x) dx
/ >/
n—1 n—1
o S ) = B ) + )
i=0 i=0
= g[f(Xo)Jr Fx) + () + ) + -+ 4 F(xn-1) + F(xn)]
= g[f(Xo)+2(f(X1)+f(X2)+'~+f(Xn—1))+f(Xn)]

b
:,/ F)dx = Aof(x0) + ArF(sxa) + - - + Anf(xn)

onde A
AOZAnZEa Al=Ar=---=A,_1=h



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

b - fr ;
/El(x)dx = 2~ 1(26)(x,-+1—x,-)3

h n—1
= D Zf”(fi), & € (X, Xit1)

(TVl) = f” €3) Z 1, (a, b)

] F'I/ S
12 (©)
h2 1!
= —l—z(b—a)f (€)

Teorema do Valor Intermediario (TVI): f”(x) é uma fun¢do continua em
[a, b] e min < ¢ < max = 3 pelo menos um § € [a, b] tal que f/(£) = c.



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios:

e D

:‘/ x)dx = Aof (x0) + Arf(x1) + -+ + Anf(xa) — isf“(g)

onde
Ab=A,==, A=A =---=A,_1=h




Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Limitante para o erro na regra dos Trapézios:
|E7| < " . onde M IF(x))|
—— M,, onde = max X
= 12 2 2 x€[a,b]

Observacdo: a regra dos Trapézios integra sem erros polinémios de
grau menor ou igual a 1. Ex: f(x) = x em [0, 1]

1 2
X 1
/OXdX:2|(]5:2

Basta usar apenas um subintervalo em [0,1], xo =0, x; = 1 =
h=1: )

1 1 1

dx =-f(0)+ =f(1) = =

/0 xdx =35 ( )+2 (1) 5

Exemplo: calcule uma aproximacao para integral abaixo usando 4 e
8 subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.

2
/ e“dx = e® — el = 4.670774
1

10-22



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson usando dois subintervalo em [a, b]:

/ £(x) dx—/( () + Ex(x) )

Q

/a ’ F(x)dx

/ (f(xo)((X—xl X — X2) +F(x) (x — x0)(x — x2) .

)
xo — x1)(X0 — x2) (x1 —x0)(x1 — x2)
(x —x0)(x —x1)

(2 = x0) (2 — x1) ) dx

— g(f(xo)+4f(X1)+f(X2))

f(x2)

fx)
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

/Xz Ex(x) dx = /Xz (&) (x — x0)(x — x1)(x — x2) dx = 0

0 o 3!
Considere o préximo termo na série de Taylor para calcular o erro:

/X2 f(4)(€X) (x — x0)(x — x1)*(x — x2) dx

S
h® 4
(TVI) = —%ﬂ 1(©), €€ (x0.%)
Somando os erros e assumindo um nimero par de divisdes (n par) em
[a, b], temos:
n/2 A2
= Es = Z—%f(“(fk% k€ (xak—2,%2k)
k=1
A n/2
(TVI) = —55fPOD L €< (ab)
k=1
nh® h*
= ) ey=— " (p—23) @
TS0 = s (b—a) FO(0)



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Vamos assumir que xj41 — x; = h, i =0,1,--- ,n— 1. Entao,

n/2

/a T ) = 3 /X:; F(x) dx

k=1
n/2

Z g (f(xak—2) + 4f (x2k_1) + F(x2k))
k=1

= 2 Fl0) A7) + F) + Flo) + 4 () + Fx) +
+ -+ f(Xn—2) + 4f(Xn—1) + f(Xn) )
= g( f(xo0) + f(xn) +

+A4[f(xa)+f(x3)+ -+ F(xp—1)] +
+2[f() +flxa) + -+ f(xa2)])

Q
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson

:>/ x)dx = Aof (x0) + A1f(x1) + - - + Apf(xn) —

onde
Av=A,=h/3
Ail=As=---=A,_1 =4h/3
Ar=As=---=A,_2=2h/3

—f
180

(&)

14-292




Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Limitante para o erro na regra 1/3 de Simpson:

|Es| < M4, onde M; = max |f¥(x)]

- 180 x€|a,b]

Observagdo: a regra 1/3 de Simpson integra sem erros polindmios de grau
menor ou igual a 3. Ex: f(x) = x3 em [0, 1]

1 X4 1
/0X3dX = I‘(l’:i
- 1/?2()((0) +4f(0.5) + £(1)), (h=1/2)
11 11 1
= (BEFP+) =G+ =

Exemplo: calcule uma aproximagdo para integral abaixo usando 4 e 8
subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.

2
/ e dx = e? — el = 4.670774
1

15-292



Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Idéia do método de Quadratura Gaussiana: Vamos considerar inicialmente
integrais definidas no intervalo padrio t € [-1,1]: determinar
t, to, -, tn, A1, Aa, -+ A, de forma que a integral seja exata para
polinémios de grau < 2n— 1.

/1 g(t)dt =~ Aig(t1) + Axg(ta) + - - + Ang(tn)

-1

Exemplo: n =2 (2 pontos de integracdo). Férmula exata para polindmios
de grau menores ou iguais a 2n — 1 = 3:

/ g(t)dt ~ Ang(tr) + Asg(t2)

-1
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

ldt = A1 + A

N

Il
[
— =N

1
0 = / tdt = Ajt] + Asto

% = /_11 t2dt = A(t1)? + Ax(t2)?
1
0 = /1 t3dt = A(t1)® + Ax(tr)?
Sistema de equagdes n3o-linear com 4 equacdes e 4 incégnitas. Resolvendo:
tr/ty = +V3/3 (pontos da quadratura)
Al=A=1 (pesos da quadratura)

Exemplo: calcular uma aproximagdo para a integral abaixo usando
quadratura Guaussiana com 2 pontos.

1
/ e“dx = el — e7! = 2.350402
—1
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Tabela de pontos e pesos da quadratura Gaussiana

n i t; A;

1 1 0 2

2 2;1 +0,57735 02691 89626 1

3 2 0 0.88888 88888 88889
31 +0.77459 66692 41483 | 0.55555 55555 55556

4 3; 2 | £0,33998 10435 84856 | 0.65214 51548 62546
4; 1 +0,86113 63115 94053 | 0,34785 48451 37454

5 3 0 0,56888 88888 88889

+0,53846 93101 05683 | 0,47862 86704 99366
£0,90617 98459 38664 | 0,23692 68850 56189
£0,23861 91860 83197 | 0.46791 39345 72691
£0,66120 93864 66265 | 0,36076 15730 48139
+0,93246 95142 03152 | 0,17132 44923 79170

0 0.41795 91836 73469
+0,40584 51513 77397 | 0.38183 00505 05119
+0,74153 11855 99394 | 0,27970 53914 89277
+0,94910 79123 42759 | 0.12948 49661 68870
+0,18343 46424 95650 | 0.36268 37833 78362
+0,52553 24099 16329 | 0.31370 66458 77887
+0,79666 64774 13627 | 0.22238 10344 53374
+0,96028 98564 97536 | 0.10122 85362 90376

Lo}
LS ) LK
=N W= N

-
Bl

o8]
' S e S
W RE W
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Mudanca de varidvel de x € [a,b] e t € [-1,1]:

4’ >
| } 1 | } 1
a (@a+h)2 x b -1 0 1
a+b
— = b—a at+b b-—a b—a
2 — = t dx = dt
£—0 7 T XT T Tyt m =
b 1
b—a at+b b-—a
= [fease = 252 [ e gl =52+ 2570
a —1
b—a
B = (Arg(t1) + Axg(t2) + - + Ang(tn) )

Exemplo: calcular uma aproximacdo para a integral abaixo usando
quadratura Gaussiana com dois pontos.

2
/ e“dx = e? — el = 4.670774
1
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Férmulas de Gauss-Legendre Hilitepaiin Ede

Limitante Superior do Erro cometido na Quadratura
Gaussiana

(b _ a)2n+1(n!)4
((2mH3(2n+1)
Man = maxa<x<sl|fP7(x)]

[Eqell < on
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Exercicios Sugeridos - Referéncia [1]
e 5.1 (a), (b) e (d)

5.2

5.3

5.6

5.7

5.11

5.12

5.36

5.39

5.40
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Férmulas de Gauss-Legendre it Ede

Bibliografia Basica
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