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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Introducao

@ Encontra a solugdo exata a menos de erros de ponto flutuante.

@ A idéia dos métodos é transformar o sistema em um sistema
trivial (sistema triangular).

@ O nimero de operagdes de ponto flutuante (complexidade) é
em torno de n>.

@ Os métodos diretos n3o s3o eficientes quando a matriz dos
coeficientes é uma matriz esparsa (muitos elementos iguais a
zero) e de grande porte.
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Sistema linear n x n:

auxy + awxe +apxs+ -+ awmx, = b
a2 Xy + apxo +axnxz+ -+ amxs, = b
an X1+ amXp + ap3x3 + -+ apXp = bn

ajj = coeficientes, b; = constantes, x; = varidveis (i,j =1,---,n)
Na forma matricial Ax = b

a aw a3 - an| |x by
dy1 dx a3 -+ azp X2 by
dnl dp2 anp3 *°°  apn Xn b
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Métodos Diretos

Eliminagao de Gauss

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Sistema triangular superior n x n:

ail A as
0 ax ax
0 0 ds3
0 0 0

Assuma que o sistema tem solucdo (nica:

din
an
asn

ann

X1 by
X2 b2
3| = | b3
Xn bn
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Sistema triangular superior n x n:

ail a2 a3 - am| |x by

0 ax a3 -+ an| |x b>

0 0 a3 - a3 |x3| = [b3

0 0 0 - am| |xn b,
Assuma que o sistema tem solu¢do unica: a; #0,i=1,--- ,n.

Solugdo - substituicdo regressiva:

n
amXn = bp=xp=—
nn
o b _ bn—l - an—l,an
an—1,n—1Xp—1 + an—1,nXn = n—1= Xp—1= —_—
dn—1,n—1
n
bi— > ajx
. i Jj=i+1
linhai = x;, = ———
aj; Lab#tim



Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos

Nimero de Condicionamento

Algoritmo para a substituicio regressiva: x; =
Data: A,b,n
Result: x
for i=n,1,-1 do

soma = bJ[il;

for j=i+1,n,1 do

| soma = soma - ali][j] * x[j];

end

x[i] = soma/ali][i];
end

Esforco computacional (Nede operacdes (+,-,x,/) ou flops):

divisdo: n .
e

subtragdo e multiplicagdo: 2 >~ j = 2n(n —1)/2
j=1

total = n?

n
b,'—. Z ajjX;j

j=i+1
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Idéia do método direto para solucdo de um sistema linear:

Ax = b — Ax = b

operacdes de linhas elementares

onde A é uma matriz triangular superior.
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Idéia do método direto para solucdo de um sistema linear:

Ax — b — Ax = b

operacdes de linhas elementares

onde A é uma matriz triangular superior.

Operacoes de linhas elementares:

@ trocar a ordem de duas equagdes;

@ multiplicar uma equacdo por uma constante n3o nula;

@ somar uma equacio a outra.
Observacdo: A eliminagdo deve ser feita de forma sistematica, ou
seja, usando uma sequéncia de operac¢des elementares de modo a
transformar um sistema linear em um outro equivalente, onde
matriz € triangular superior. “Q\IL‘*



Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Exemplo: sistema 4 x 4

-3 8 23| 6 X1 1
7 -1 2 3| 11 e x| |1
9 3 1 6| 8 solu¢do exata: Y
1 -2 6 2| 7 X 1
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Exemplo: sistema 4 x 4

-3 8 -2 3| 6 X1 1

7 -1 2 3 | 11 lucs x| |1

23 1 6| 8 solucdo exata: x| = |1

1 -2 6 2| 7 X4 1
Primeiro Passo: Eliminar os coeficientes da primeira coluna abaixo
da diagonal:
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Exemplo: sistema 4 x 4

-3 8 23| 6 X1 1
7 -1 2 3| 11 e x| |1
5 3 1 6 | 8 solu¢do exata: Y
1 -2 6 2| 7 X 1

Primeiro Passo: Eliminar os coeficientes da primeira coluna abaixo
da diagonal: pivo: aj; = —3

multiplicadores: mp; = —7/3 = —2.333, m3; = 2/3 = 0.667,
mg1 = —1/3 = —0.333

= L2 — L2 — (mgl)Ll, L3 < L3 — (m31)L1, L4 — L4 — (m41)L1

-3 8 -2 3 | 6
7 17.664 —2.666 9.999 | 24.998

—2 2336 2334 3.999 | 3.998

1 0664 5334 2999 | 8.998 Lab&tim

.64



Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

-3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.099 | 24.998
~2 —2336 2334 3999 | 3.998
1 0664 5334 2999 | 8998
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

-3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.099 | 24.998
~2 —2336 2334 3999 | 3.998
1 0664 5334 2999 | 8998

Segundo Passo: Eliminar os coeficientes da segunda coluna abaixo
da diagonal
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

-3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.099 | 24.998
~2 —2336 2334 3999 | 3.998
1 0664 5334 2999 | 8998

Segundo Passo: Eliminar os coeficientes da segunda coluna abaixo

da diagonal
in6: anp = 17.664
multiplicadores: ms3o = —2.336/17.664 = —0.132,

ma» = 0.664/17.664 = 0.038
= L3+ L3— (m32)L2, Ly < Lg — (m42)L2

3 8 2 3 | 6
7 17.664 —2.666 9.999 | 24.998

2 2336 1982 5319 | 7.298

1 0664 5435 2619 | 8.048 Labgti
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.999 | 24.998
—2 2336 1982 5319 | 7.298
1 0664 5435 2619 | 8.048
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.999 | 24.998
—2 2336 1982 5319 | 7.298
1 0664 5435 2619 | 8.048

Terceiro Passo: Eliminar os coeficientes da terceira coluna abaixo
da diagonal

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

3 8 —2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.999 | 24.998
—2 2336 1982 5319 | 7.298
1 0664 5435 2619 | 8.048

Terceiro Passo: Eliminar os coeficientes da terceira coluna abaixo
da diagonal
pivai das3 — 1.982
multiplicadores: ma3 = 5.434/1.982 = 2.742
Operagdes: Ly < Lg — (ma3)L3

-3 8 -2 3 | 6

7 17.664 —2.666 9.999 | 24.999

~2 -2.33 1982 5319 | 7.208

1 0664 5435 11966 | —11.963] | pechim
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Substituicdo Regressiva:

-3 8 —2 3 X1 6

7 17.664 —2.666 9.999 x| | 24.998
—2 —2.336 1.982 5.319 x3| | 7.298

1 0.664 5435 —11.966| |xs —11.963

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Substituicdo Regressiva:

-3 8 —2 3 X1 6

7 17.664 —2.666 9.999 x| | 24.998
—2 —2.336 1.982 5.319 x3| | 7.298

1 0.664 5435 —11.966| |xs —11.963

—11.966 x4 = —11.963 = x4, = 1.000

1.982x3 + 5.319x4 = 7.298 = x3 = 0.998

17.664x, — 2.666x3 + 9.999x4 = 24.998 = x» = 1.000
—3x1+8x0 —2x3+3x4 =6=x3; = 1.001

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Cdlculo do Residuo: R=b— Ax

6 -3 8 -2 3] [1.001 —0.001
R_ m 7 -1 2 3| |1000] _ |-0.003
8 -2 3 1 6] (0.998 0.004
7 1 -2 6 2] [1.000 0.011

Observacdo: A solucdo é exata a menos dos erros de ponto flutuante.
Sendo assim, o residuo tem que ser bem pequeno, em torno do
nimero de casas decimais utilizadas para os cdlculos.

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Algoritmo para a Eliminacdo de Gauss:

Passo k: Eliminar os coeficientes da k-ésima coluna abaixo da
diagonal (1 < k<n-1)

Operacdo sobre a Linha i:
L,-<—L,-—m,-kLkondem,-k:a”‘, k+1<i<n

Akk

=ajj < aj— Jkay, k+1<j<n

=b; < b; — ;}’;’/‘( bk

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Data: A,b,n
Result: x
for k=1,n-1 do
for i=k+1,n do
fator = ali][k] / a[k][K];
for j=k+1,n do
| ali]li] = a[i]li] - fator * a[K][]];
end
b[i] = b[i] - fator * b[k]
end

end

Esforco computacional:
adi¢3o e subtragdo: n3/3+ O(n)
multiplicagdo e divisdo: n3/3 + O(n?)
total = 2n®/3 + O(n?)
Obs: O(m") significa “termos de ordem m" e menores".

Lab%&tim
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Eliminagao de Gauss
Fatoragdo LU
Aplicagoes

Métodos Diretos

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X
Nimero de Condicionamento

Espor¢o Computacional:
Eliminagdo Progressiva: 2n3/3 + O(n?)

Substituicio Regressiva: n?
n | #Elim | # Subst. | # Flops | 2n%/3 | % Elim.
10 705 100 805 667 87.58%
100 | 671550 10000 681550 666667 | 98.53%
1000 | 6.67 x 108 | 1 x 10° | 6.68 x 10° | 6.67 x 10% | 99.85%

@ O tempo de computacio cresce bastante a medida que o
sistema fica maior. A quantidade de flops cresce quase trés
ordens de grandeza para cada aumento na ordem de grandeza
da dimensao;

@ A maior parte do esforco vem da parte da eliminacdo. Esforcos

para melhorar o algoritmo devem se concentrar neste passd;abﬁfi!ﬁ

15-64



Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Variantes do Método de Gauss

Gauss-Jordan algoritmo: [A|b] = [I|x],

onde | é a matriz identidade e x é a solucdo do sistema. Neste
método o esforco computacional é O(n3), ou seja, aproximadamente
50% mais operacdes que a eliminacdo de Gauss ingénua.

Esforco Computacional:
@ Regra de Cramer: O(n!)
e Gauss-Jordan: O(n?)

o Eliminacdo de Gauss ingénua: O(2n°/3)

Obs: a regra de Cramer é invidvel computacionalmente quando n
é grande. Observe que a regra de Cramer envolve o calcul Q\
Laboratério de ®timizacéo

determinantes.
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Problemas com a Eliminacdo de Gauss ingénua

© Divisdo por zero
Exemplo: solucdo exata (1,1,1)7
2x04+3x3 = b
x1 — 3x0 + x3
2x1+x3 = 3

I
|
[y

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Problemas com a Eliminacdo de Gauss ingénua

© Divisdo por zero
Exemplo: solucdo exata (1,1,1)7
2x04+3x3 = b
x1 — 3x0 + x3
2x1+x3 = 3

I
|
[y

Solugcdo — trocar L; com Lo

@ Erros de arredondamento
Exemplo: solucdo exata (1/3,2/3)7

0.0003x; +3x; = 2.0001
atx =1 Labitim
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

0.0003 3 \ 20001] , 1
11 1 27 2700003t
_, [0-0003 | 2.0001
0 —9999 | —6666

xy = 0.6666 =2/3
2.0001 — 3(x)
0.0003

Tabela: Resultado muito sensivel a precisao.

X1

Nede Digitos ‘ Xo ‘ X1 ‘ % Error relativo x;
3 0.667 -3.33 1099
4 0.6667 0.0000 100
5 0.66667 0.30000 10
6 0.666667 0.330000 1
7 0.6666667 | 0.3330000 0.1 Lab

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

es Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Técnicas para melhorar a solug3o:
e Usar mais digitos significativos, ou seja, aumentar a precisdo.

@ Usar a estratégia de pivoteamento parcial.

Pivoteamento Parcial:

© no inicio de cada etapa k, 1 < k < n—1, escolher para pivé o
elemento de maior médulo entre os coeficientes aj,, k < i < n,

@ trocar as linhas k e i, se for necessario.
Exemplo: solucdo exata (1/3,2/3)7

0.0003x; +3x, = 2.0001

x1+x =1

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

1 1] 1 0.0003

0.0003 3 | 2.0001

L1<—>L2:>[ :|L2<—L2— L1
L T
0 2.9997 | 1.9998
xy = 0.6666 =2/3
xx1 = 1—x

Tabela: Resultado usando pivoteamento parcial.

Nede Digitos X0 | X | % Error relativo x;
3 0.667 0.333 0.1
4 0.6667 0.3333 0.01
5 0.66667 0.33333 0.001
6 0.666667 0.333333 0.0001
7 0.6666667 | 0.3333333 0.00001 Labtim
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Pseudocédigo para implementar o pivoteamento parcial [2]:
p=k
mator = |agl
DOFOR i1 = k+1, n
dummy = |aii |
IF (dummy > maior )
mator = dummy
p=1ii
END IF
END DO
IF (p # k)
DOFOR jj = k, n
dummy = ap j;

dp.jj = ak,jj
ax,jj = dummy

END DO

dummy = by

by = bk

by = dummy

END IF
FIGURA 9.5 Labﬁﬁ!a“
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Exemplo com Pivoteamento: sistema 4 x 4

-3 8 23| 6 X1 1
7 -1 2 3| 11 e x| |1
9 3 1 6| 8 solucao exata: x| |1
1 -2 6 2| 7 X 1

Primeiro Passo: Escolher o pivd (a11), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da primeira coluna abaixo da diagonal

7 -1 2 3 | 11 :>L2 — L2 — (—3/7)L1
L1 — L2 = :3 2 _12 2 i g L3 — L3 — (—2/7)L1
1 ) 6 2 ’ 7 L4<— L4—(1/7)L1

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

7 -1 2 3 | 11

—3 7571 —1.143 4.286 | 10.714
—2 2714 1571 6.857 | 11.143
1 —1.857 5714 1571 | 5.429

Segundo Passo: Escolher o pivd (ax2), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da segunda coluna abaixo da diagonal

7 -1 2 3 | 11

—3 7571 —1.143 4286 | 10.714
—2 2714 1571 6.857 | 11.143
1 -1857 5714 1571 | 5.429

=3+ L3— (2.714/7.571)L2

Ly + Ly — (—1.857/7.571) Ly Labtim
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

7 -1 2 3 | 11

—3 7571 —1.143 4.286 | 10.714
—2 2714 1981 5321 | 7.302
1 -1875 5434 2623 | 8.057

Terceiro Passo: Escolher o pivd (as3), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da terceira coluna abaixo da diagonal

7 -1 2 3 | 11

—3 7571 —1.143 4.286 | 10.714
—2 2714 5434 2623 | 8.057
1 -1857 1981 5321 | 7.302

= Lg+ Ly — (1981/5434)L3

L3+— Ly =

Laboratério de stimizacso
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

7 -1 2 3| 11
-3 7571 —1.143 4286 | 10.714
—2 2714 5434 2623 | 8.057
1 —1.857 1981 4.365 | 4.364
Substituicdo Regressiva:
7 -1 2 3 11
—3 7571 —1.143 4.286 10.714

|
|

—2 2714 5434 2623 | 8057
|

1 —1.857 1.981 4.365 4.364
4.365x4 = 4.364 = x4 = 1.000
5.434x3 + 2.623x4 = 8.057 = x3 = 1.000
7.571xp — 1.143x3 + 4.286x4 = 10.714 = x» = 1.000

X1 —x+2x3+3x4 =11=x3; = 1.000 Lbapﬁﬁm
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Eliminagao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU

Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Célculo do Residuo: R = b — Ax

6 -3 8 -2 3|11 0
R |1 7 -1 2 3| (1] |0
— 18| |-2 3 1 6| [1] |o
7 1 -2 6 2| |1 0

Observacdo: Na eliminacdo de Gauss com pivoteamento todos os
multiplicadores sdo em mddulo menores ou iguais a 1.

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

A |deia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1
@ U matriz triangular superior

tal que:

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

A |deia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1

@ U matriz triangular superior

tal que:
A=LU
LUx = b
Ly =
Ux = y

27-64

(1)
(2)
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

A |deia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1

@ U matriz triangular superior

tal que:
A=LU
LUx = b
Ly =
Ux = y

Como encontrar os fatores L e U?

27-64
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Voltando ao Exemplo 1:
Seja L matriz triangular inferior tal que /j = mjj parai > je i =1
e U a matriz triangular superior resultante da Elimina¢do de Gauss:

1.0
[— —2.333 1.0
0.667 —0.132 1.0
—0.333 0.038 2.742 1.0
-3 8 -2 3
U— 17.664 —2.666 9.999
1.982 5.319
—11.966

—3.000 8.000 —2.000 3.000

Ju— | 699 -1000 2000 3.000f
~ |—2.001 3.004 1.000 6.000| Lab&i

0.999 —1.993 5999 2.000
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU

Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Voltando ao Exemplo 2:
Seja L matriz triangular inferior tal que /j = mjj parai > je i =1
e U a matriz triangular superior resultante da Elimina¢do de Gauss:

1.000
[ —0.429  1.000
~ | 0.143 —0.245 1.000
—0.286 0.358 0.365 1.000
7.000 —1.000 2.000 3.000
U 7571 —1.143 4.286
- 5.434 2.623
4.365
7 -1 2 3 0100
LU = _13 82 _62 g = PA, sendo P = 0 8 8 ?
B Lab&tin
-2 3 1 6 0 0 1 Q™=

20_64



Eliminagdo de Gauss
Fatoragdo LU
Aplicagoes

Métodos Diretos

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X
Nimero de Condicionamento

Fatora¢do LU [2]:

[A] = [L][V]

onde

ay ap a3
. '
[Ul= 0 4y, a

0 0 af

1 0 0
[Ll=|fa 1 0
f fro 1

|

[4] {x} - {5}
[v] [+]
|
[c] {o} = {#}
—_—
{r}
|
[v] {x}={>}
{x}

{a) Decomposicédo

(b) Progressiva

Substituigdo

(c) Regressiva

Laboratério de Etim\zavao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b

Laboratério de Etim\zavao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb

Laboratério de Etim\zavao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb

Laboratério de Etim\zavao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y

Laboratério de Etim\zavao
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Métodos Diretos

@ Processo de Substituicio:

Eliminagdo de Gauss
Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb

Ux =y, entao

21-64

Ly = Pb

Laboratério de E!im\zacao



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

@ Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

. 4 3 X1 . 7 ~ . 1
Exemplo 2 x 2: [8 5} [XJ = [13} ,solucdo exata = [1]

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

camio2 2[4 3 2] = [1] s eota = ]
o 2B -8 o [ - 7]

Lab%&tim

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

camio2 2[4 3 2] = [1] s eota = ]
o B =10 o [ 7] = B - L

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

camio2 2[4 3 2] = [1] s eota = ]
o B =10 o [ 7] = B - L

o ol [2)- 1)

21-64



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoracdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

@ Processo de Substituicio:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

© Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solugdo x.

camio2 2[4 3 2] = [1] s eota = ]
o B =10 o [ 7] = B - L

o ol o) = 12— (2] = ]
0 1/2] |x| ~ |1/2 x| |1 Labsctim

21-64



Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo do Determinante

@ Cidlculo do determinante: PA= LU

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo do Determinante

e Célculo do determinante: PA = LU — det(PA) = det(LU),

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo do Determinante

e Célculo do determinante: PA = LU — det(PA) = det(LU),
entdo, pela propriedade de determinantes,

det(L)det(U)
det(A) = ————=
et(4) det(P)
onde
det(L) = 1
n
det(U) = Hu,-,- (produto dos pivos)
i=1
det(P) = (—1)' onde t é o nlimero de permutacdes

Lab%&tim

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo do Determinante

e Célculo do determinante: PA = LU — det(PA) = det(LU),
entdo, pela propriedade de determinantes,

det(L)det(U)
det(A) = ————=
(A) = det(P)
onde
det(L) = 1
n
det(U) = Hu,-,- (produto dos pivos)
i=1
det(P) = (—1)' onde t é o nlimero de permutacdes

= det(A H uj;

272_64

Lab

boratorio de wtimizacéo



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo da inversa

[ALAI = [AI Al =[]

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo da inversa

[AITA] = [A] M [A] = [1]
Exemplo 3 x 3: [A] [A] ! = [/] = matriz identidade

di1 412 413 X11 X12 X13
az1 ax axs X21 X2 X23| =
d31 432 4a33 X31 X32 X33

O O =
o = O
= O O

Lab%&tim

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo da inversa

[AITA] = [A] M [A] = [1]
Exemplo 3 x 3: [A] [A] ! = [/] = matriz identidade

all are a13| [x11 x12 xi3 100
a1 ax ax3| |x1 Xx» x3| =01 0
a1 a3y a3 [x31 X322 X33 0 01

@ Fatoracdo LU de A: PA=LU

Lab%&tim

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicacées
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Calculo da inversa

[AITA] = [A] M [A] = [1]
Exemplo 3 x 3: [A] [A] ! = [/] = matriz identidade

all are a13| [x11 x12 xi3 100
a1 ax ax3| |x1 Xx» x3| =01 0
a1 a3y a3 [x31 X322 X33 0 01

@ Fatoracdo LU de A: PA=LU
@ Resolve LUX; = Pl;, j =1,2,3, onde

X1j
Xi = |xj| e lj = j-ésima coluna de[/]

X3j Lab<ttim

Laboratério de stimizacso
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Matrizes Esparsas:

MLB + 1

al bl c.l
b, a, b @
b, a; 0 cy
|— ! iﬁl -‘ [N 0 a, b [
e J2 &
e fi om Cs by a; b Cs
Cq by a; 0 Cg
| . . | ¢ 0 a4 b
[ et fu1 ﬁ,’n—lJ S by oag b
en fn L Cy by ay ]

(a) Tridiagonal. (c) Pentadiagonal.

Laboratério de E!im\zacao
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nimero de Condicionamento

Matrix 4: 582 nonzero entries.

S
=N

A4=LU: 1950 total nonzero entries.

Laboratério de Etim\zavao




ao de Gauss

Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

Sistemas Mal Condicionados

Sistemas mal condicionados s3o aqueles onde pequenas modificages
nos coeficientes ou constantes do sistemas resultam em grandes

modificacdes na solucdo.
ou

Uma outra interpretagdo é que uma grande quantidade de respostas
pode aproximadamente satisfazer as equagdes.

Exemplo 1: solugdo exata = (4,3)7
X1 + 2x2
1.1x1 + 2x

Exemplo 2: solugdo exata = (8,1)7
X1+ 2xo

1.05x; + 23%{%4

= 10

= 104

= 10 Labsdtim
= 104



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

Observacdo:

@ A maioria dos sistemas derivados de problemas de engenharia sdo
naturalmente bem condicionados.

@ Residuo pequeno pode ndo representar uma boa aproximagdo para a
solugdo. No Exemplo 2 a solugdo exata = (8,1)7 e o residuo para
%=(4,3)T ér=b— A% =(0,0.2)" parece pequeno, mas a
solugdo estd muito longe da solugdo exata.

x1+2x = 10
1.05x1 +2x = 10.4

@ O determinante também n3o é um bom indicador do mal
condicionamento de um sistema. Exemplo 1 o determinante é —0.2

e no Exemplo 2 é —0.1.
Lab##tim
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Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

Um bom indicador para o mal condicionamento de um sistema, Ax =
b, é o nimero de condi¢do (ou nimero de condicionamento) da
matriz A, definido a partir da norma de A e da norma de AL
cond(A) = || All[|A™]]
Pertubacoes em A:
Vamos analisar a influéncia que pertubacbes dos dados de entrada,
SA=A— A, podem provocar na solucido do sistema. Seja Ax = b.
x=A1b=A1AR) = A YA+ A- A)x
s x=X+A1A-A)x
—ox=x—-x=AT15A%

[[0A|
= [|0x]| = |Ix — x[| < |AINA™ Y o Al [l
lx=xIl . [[0A]|
- < cond(A)——+ Lab%tim
I A Labétim

28_64



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

Pertubacoes em b:
Assimindo que o vetor b contem pertubacdes db:

Alb=x3 = [JA7Y|b]] > |Ix]]
db=Adx = |lob|| < ||A]]||éx]|
Ax=b = ||Allllx]| = ||b]|
ox =A"t5b = ||6x|| < [|JATY]||6b]]

111 1
AZHITBIl = [IxI] [N~ 1Bl

1 <H5Nb\|> A HH5XH 1 <H5XH> A 1H<|I5bll>()
A=HI N J[BIL ) — [IX]] A\ C[IXI] ) — |16l
se a e b sdo postivos e a < b, entéoizi Lab%tim

se a, b, c e d sdo positivos e a > be c > d, entdo ab > cd
20.64

*)

1
2



Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

O ndmero de condicdo de uma matriz A é definido por:

K = cond(A) = [|A~[[[|Al

Assim podemos concluir que:

e G ) = (it ) =+ (i)

Lab%&tim

Laboratério de stimizacso
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¢ao de Gauss
Métodos Diretos Fatoragdo LU
Aplicagoes
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Nuimero de Condicionamento

Nimero de Condicionamento no Octave

Considere o exemplo cldssico de matriz mal-condicionada, matriz de
Hilbert hj = 1/(i +j — 1). A fungdo do Octave abaixo tem por
objetivo mostrar como a propagacao dos erros de arredondamento
prejudicam a confiabilidade nos resultados dos métodos diretos:

function [error_x, Keps,Kerror_b, nresiduo] = avaliacond(n);
H = hilb(n);
b = H*ones(n);
x = H\b;
dx = ones(n)-x;
db = H*dx;
nb = norm(db,inf)/norm(b,inf);
error_x = norm(dx,inf)/norm(x,inf);
K = cond(H);
Keps = K*eps;
Kerror_b = K*nb;
nresiduo = norm(b-H*x,inf);

endfunction Lab%fim
Laboratério de ®timizacéo
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Eliminagdo de Gauss
Fatoragdo LU
Aplicagoes

Métodos Diretos

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X
Nuimero de Condicionamento

[13]
K

K x eps

Il

K

5.4048e-10

3.3198e-09

1.9196e-09

1.3323e-15

1.4951e+07

1.7371e-08

1.0555e-07

8.8106e-08

3.1086e-15

4.7537e+4-08

6.5516e-07

3.3879e-06

1.0023e-06

1.7764e-15

1.5258e+10

2.3183e-05

1.0950e-04

3.7413e-05

3.5527e-15

4.9315e+11

7.9948e-06

7.9948e-06

0.0035581

4.4409e-15

1.6024e+13

0.012950

0.11597

0.083193

4.4409e-15

5.2227e+14

0.0023275

3.8891

18.346

4.7962e-14

1.7515e+16

0.0048332

742.55

4355.9

5.1514e-14

3.3441e+18

Tabela: Erros para a matriz de Hilbert

eps = 2.2204e-16
n = 12 e 13 mensagem matrix singular to machine precision

Lab%&tim

Laboratério de wtimizacio
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Métodos lterativos

Métodos lterativos

O ldéia dos métodos

@ Método de Gauss-Jacobi
© Método de Gauss-Seidel
@ Convergéncia dos métodos
@ Método SOR

43-64

Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Laboratério de E!im\zacao



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Métodos lterativos

Introducao

@ Encontra uma solucdo aproximada com precisdo pré-fixada.

@ O objetivo é transformar o sistema Ax = b em uma expressio
recursiva tal que x(kT1) = M x(K) & ¢ para uma condic3o
inicial x(®) conhecida.

@ Depende de critérios de convergéncia relacionados a matriz de
iteracdo M.

e A complexidade, por iteragdo, é em torno de n? (ntimero de
operagdes de ponto flutuante).

@ Quando a matriz dos coeficientes é esparsa, somente os
coeficientes ndo nulos necessitam ser armazenados.

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Métodos lterativos

Ideia Gerais

Ax=b (3)

Isolar x, reescrevendo o sistema (3) da seguinte forma:
x=Mx+c (4)
onde

M = matriznxn

c = vetornxl1

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Defina o processo iterativo com k=10,1,2,---

xH) = M x(K) 4 ¢ (5)

Laboratério de E!im\zacao
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Caract: S
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Defina o processo iterativo com k=10,1,2,---
XD = M x4 ¢
Dado x(®, usar (5) para calcular
xV = mMxO@ 4 ¢
x® = mMxM 4 ¢

46-64

Laboratério de E!im\zacao



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Defina o processo iterativo com k=10,1,2,---

xFH) = M xF) 4 ¢ (5)
Dado x(®, usar (5) para calcular

x1 = Mx© L

x2 = MxM L

||X(l<+1)_x(/<)Hoo

até que e, = < € ou k > Kmax (critério de parada)

(x| oo
onde
e = tolerancia dada
Kmax = numero maximo de iteragdes dado
X[l = max |xj| (norma do maximo)
1<j<n

Laboratério de E!im\zacao

Outro critério de parada: ||r]| = [|b — Ax(kHD)|| < ¢,
46-64



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Seja A um sistema n X n

aiixi +axe +aizx3 + -+ ainxp = by
ac1x1 +ampxo +axsx3+ - +amxp = b
aniX1 + appxo +ap3xz + -+ apX, = bn

onde estamos assumindo que a;; 20, i =1,2,--- ,n.

a47-64

Laboratério de E!im\zacao



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel

Métodos lterativos P »
Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Seja A um sistema n X n

aiixi +axe +aizx3 + -+ ainxp = by
ac1x1 +ampxo +axsx3+ - +amxp = b
aniX1 + appxo +ap3xz + -+ apX, = bn

onde estamos assumindo que a;; 20, i =1,2,--- ,n.

1

= X1 = ?11 [b1 — (312X2 + aizxz + -+ alan)]
1

= Xo = ?22 [bg — (321X1 +axsxz +---+ 32an)]

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método de Gauss-Jacobi

1 -
x;{kH) = 3 . by — (a12X§k) + 313X§k) + 314X£k) +---+ a1an(rk))}
1 L
1 -
x2(k+1) = 3 by — (azlxsz) + ag3x§k) + 324X£k) + .4 ag,,x,gk))}
22 L
: -
) = ; bn — (an1X§k) + anzxz(k) + 3n3X3(,k) +-oF an,n—lxr(yli)l):|
Para k> 0,

1 n
Xi(k+l):7 bi_zaij)(]'(k) , 1=1,2,---n
=1

aji —

48-64



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

a31 432 ass

ainz 0 0 0 a2 a3
+ 0 dano 0 + |0 0 dan3

d11 412 413
A= |ax ax a3|=E+D+F
0
0
0 0 0 as3 0 0 0

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel

Métodos lterativos P »
Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

a11 412 413
A= {321 ap a3|=E+D+F
431 a32 4as3
0 a1l 0 0 0 di2 di3
0] + 0 dn)o 0 + 10 0 dn3
0 0 0 as3 0 0 0

=Ax = (E+D+F)x=0b

=Dx = —(E+F)x+b
= Dx) = —(E4+F)x®) +p
Gauss-Jacobi:
xkD = D HE+ F)xW 4 D7p
M x4 ¢ Lab&tim

40-64



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Exemplo: Resolver o sistema a seguir pelo método iterativo de
Gauss-Jacobi, usando 5 casas decimais,

05 06 03] [x 0.2 0.4
1 -1 1||xe|=|0/],xO=] 0|, e=1072
04 —04 1] |xs] [-06 0.6
k+1 k k
) 05(02—06() 0.3x)
1
4D = = (0.0 - 106 —1.0xY)
1
e = 1( 0.6 — 0.4x(") + 0.4x"))

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

Métodos lterativos Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método de Gauss-Seidel

N aill [bl ~ (a2 + a1ax® a4y alnX,(,k))}
5= i [b2 — (a4 + 203 + apaxf -+ a2an(7k))}
X3(k+1) - ai?ﬁ [b3 - (331X1(k+1) + a32X2(k+1) =+ a34Xz§k) +oeet a3,,x,(,k))}
XD ai [bn B (an1X1(k+l) + a,,2X2(k+1) NI an,n_lx,(,k_tl))}

nn
Para k > 0,

i—1 n
1
x,-(kﬂ) =— | b — Za;jxj(kﬂ) — Z a,-jxj(k) , i=12,---/n
j=1

j=i+1
J Lab%tim
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Métodos lterativos

Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

a11  a12

A= |an ax

a31 as2

0 0 O ai

= |da?21 0 0 + 0
a1 ax 0 0

= Ax

= (E+ D)x

= (E + D) x{-+1)
Gauss-Seidel:

S(k+1)

ai13
az| = E+D+F
as3
0 0 0 d12 adi3
ap 0]+ (0 0 ap

0 da33 0 0 0

(E+D+F)x=0b
—Fx+b
—F x5k 4 b

—(E+ D) *Fx) + (E4+ D) 'h
M xK) 4 ¢

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Métodos Iterativos Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Exemplo: Resolver o sistema a seguir pelo método iterativo de
Gauss-Seidel, usando 5 casas decimais,

0.5 06 03] [x 0.2 0.4
1 1 1|l|lx|=]10|, xO9=| 0|, =102
04 —04 1] |x] [-06 0.6
k+1 1 k k
) ﬁ(0.2—0.6x§)—0.3x§ )
1
= 2 (00— 10x( Y —1.04Y)
1
1
A= 2 (<06 — 04TV 0.4 V)

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

A convergéncia da sequéncia gerada pelo método iterativo
estaciondrio, x*1 = M xk + ¢, é dada pelo Teorema 1, onde sio

fornecidas condi¢des necessérias e suficientes de convergéncia.

Teorema 1: O método iterativo x**1 = M x* + ¢ converge com
qualquer x° se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em mdédulo) da matriz de iteragdo M.

Observacoes:

@ A taxa de convergéncia serd controlada pela magnitude do
raio espectral. Quanto menor o raio espectral, mais rapida a
convergéncia.
@ A determinagdo do raio espectral da matriz de iteragdo p(M)
pode requerer maior esforco computacional que a prépria
solucdo do sistema Ax = b. Lbap@zm
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

05 06 03] [x 0.2
Exemplo: | 1 1 1 Xo | = 0
04 —04 1] |xs —0.6
0 -12 —06
My=-DYE+F)=| -1 0 —1]|=pM))=112
—04 04 O
0 -12 06
Mgs = —(E+D)*F=|0 12 —0.4| = p(Mgs)=0.6928
0 0.96 0.08

Calculando as sequéncias dadas pelos métodos de Gauss-Jacobi e
Gaus-Seidel podemos confirmar que Gauss-Jacobi diverge e Gauss-

Seidel converge [1]. Lab&im
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

05 06 03] [x 0.2
Exemplo: | 1 -1 1 Xo | = 0
04 —04 1| |x3 —0.6
0 —-12 —06
My=-DYE+F)=| 1 0 1 | = p(M,)=0.8266
—04 04 |
0 —1.2 —0.6]
Mgs = —(E+D)*F=|0 —-12 04 | = p(Mgs)=1.2
0 0 04]

Calculando as sequéncias dadas pelos métodos de Gauss-Jacobi e
Gaus-Seidel podemos confirmar que Gauss-Jacobi converge e Gauss-

Seidel diverge [1]. Lab%tim
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Teorema 2 (Critério das Linhas): E condicdo suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
que a matriz dos coeficientes A seja diagonalmente dominante, ou

seja,
n

Oé,':(z’aij|)/|a,',"<1, i:1727"'7n
j=1
J#
Teorema 3 (Critério de Sassenfeld): E condicdo suficiente para a
convergéncia do método iterativo de Gauss-Seidel que a matriz dos
coeficientes A satisfaca

61 = 041<1

Z |a;j| B + Z |ay]
Jj=i+1

Bi — <17 [:2737'-',17 !;gtaﬁﬁm

|ai]
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Observacdo: O critério de linhas é apenas suficiente, veja os
exemplos a seguir. Observe que nos dois exemplos a matriz A n3o
é diagonalmente dominante.

|11 =3 x| |3 |15
Exemplo 1: [1 1} [XJ = [3 } , sol. exata = [1'5}

Xl(kH) = —3+3x2(k)
N CONEE SN G

{0 :m . X1 _ {_3] _ X2 :ﬂ . ) _ {15}
X§O) 0 X2(1) 3 X2(2) 6 X2(3) -3

4 5
— X§4; - [_12} = X%; = [_39] = -.-divergindo
X2 —12 X2 15 Lab&tim
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

1 1Tl |3 15
Exemplo 2: [1 _3} {Xz} = [_3}, sol. exata = [1‘5}

(D g R
k+1 1 K
X2( o §(3+X§ ))

O o1 LOT a1 @1 o1 [x® 1
X! 0] 7 | 1 7| 2| 7 | 1.6667
Y] [ras33] ) [6P] _ [r.e667
X9 [1.3333 x| [1.4444

N X§6) _ |1.5556 — ...convergindo
X2(6) " |1.5556 ¢

Labti

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w <

N

Ax=b =w(D+E+F)x=wb

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w <

N

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 - w)D —wF]x +wb

Laboratério de E!im\zacao
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 - w)D —wF]x +wb

Dado X(O), calcular

(D + wE)x*+Y) = [(1 — w)D — wF]x*) + wh

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 - w)D —wF]x +wb

Dado X(O), calcular

(D + wE)x* D = [(1 — w)D — wF]x® + wb
Dx(k+1) — w(_EX(k—l-l) — Fx() 4 b) + (1 — w)Dx(k)

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 - w)D —wF]x +wb

Dado X(O), calcular

Dx(k+1) — w(_EX(k—l-l) — Fx() 4 b) + (1 — w)Dx(k)
— (k1) u}D—l(_EX(kH) — Fx(k) 4 b)+ (1 — w)x(k)

Labti

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 - w)D —wF]x +wb

Dado X(O), calcular

Dx(k+1) — w(_EX(k—l-l) — Fx() 4 b) + (1 — w)Dx(k)
— (k1) u}D—l(_EX(kH) — Fx(k) 4 b)+ (1 — w)x(k)

Observacdo: Para w = 1, temos o método de Gauss-Seidel:

x6) = ~(E4+ D) 'Fx) 4 (E+ D) b L(aGQQﬁm
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Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi

. . Método de Gauss-Seidel
Métodos lterativos <

Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos

Exemplo: Resolver o sistema a seguir pelo método iterativo SOR,
usando 5 casas decimais e w = 1.5,

05 06 03] [x 0.2 0.4
1 1 1|l|lx|=]0|, xO9=| 0|, =102
04 —04 1| |x3] |06 0.6
k+1 1 k k k

(k1) ﬁ(02—06x§)—03x()) (1—w)xl

1
G = Wl (o.o — 1.0k 1.ox§k)) +(1—w)do

1
x§k+1) = w3y <—O.6 -0 4X§k+1) + O.4x2(k+1)> +(1- w)xék)

Laboratério de stimizacso
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos

Métodos lterativos

Armazenamento de Matrizes Stencil

a b u; Ji—buy,
b b " £ b ab
S . : e :
= - A € tridiagonal
: b a b
b bl u,, Ji
. b a 0
b a U, jﬂ - bun+1
[a, b ¢ il [ a b ¢
d a4 b €2 dy a by ¢
d, a, 0 cy d, a, 0 ¢
e, 0 a, b c, e 0 a, b ¢
A= e d; ag; b s = AA=|¢e dy a; by o
€ d, a; 0 < ¢ dg a; 0 ¢
e, 0 a, b e 0 a b
€ dy ay b & dy ag by Q\
L B dy a, & d, a !?bgwtri)ode ntrn!zm

- A é Pentadiagonal



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos

Métodos lterativos

Armazenamento de Matrizes Esparsas - Formato CSR

11500
34000
A=]16 07 89
00360
00205
AA[1 1 5 3 4 6 7 8 9 3 6 2 5|
JA[1 2 31 21 3 45 3 4 3 5]
IAT1 4 6 10 12 14]

n - ordem de A

nnz - nimero de coeficientes ndo nulos

2nnz + n+ 1 - nimero de alocagdes para armazenar A Lab#tim
AA(k) = ajj, JA(k) = J, 1A(L) < k < IA(F + 1)
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