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Método das Diferencas Finitas
Condigoes de Contorno - PVC 1D
Exemplos PVC - 1D

PVC no OCTAVE

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario

Introducao
@ A solugdo de Problemas de Valor no Contorno (PVC) pelo
método das Diferencas Finitas consiste em:

e Discretizar o dominio;
e Aplicar aproximacdes de diferencas finitas nas derivadas da

equacdo diferencial;
e Aplicar condi¢cdes de contorno.
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Dadas as fungdes p(x), g(x) e r(x) continuas em (a, b), encontrar
u(x) tal que

Z2l2j+p( )d +g(x)u=r(x) a<x<b (1)

com condi¢des de contorno do tipo:

u(a du(a
u(a) = u, ou ddE() 050U Q5 dE<) + Bau(a) =72 (2)

" du(b
o) = ou 42—y ou v+ gpul6) = (3

onde u,, Up, Oa, Op, 3, Ba, ap, B, Y2 € Yp S30 constantes
conhecidas do problema.
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Discretizacdo do Dominio

b—a

. (b-23)
(n—1)

x;i = a4+ (i—1)h, sendo a = x1, b = x, € n nimero de incégnitas
a=x1<x < < X1 < X<Xjp1<---<xp,=>b

Objetivo:

obter aproximag¢des u; ~ u(x;) V i=1,...,n
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Aproximac3o das derivadas por Diferencas finitas

Ujt1 — Uj

U(x) =~ — 6(h) (Diferenca Adiantada)

U(x) =~ %, 9(h) (Diferenca Atrasada)

u(x) =~ %, 6(h?) (Diferenca Central)
i1 — 2ui + U

o) o UL UL g(p)
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Aplicando as Diferencas finitas na equacgdo diferencial

ui—1 —2u; + u; Uiyl — Uj—
( i—1 hzl l+1>+Pi< I+12h i 1>+QIUi—ri

bjui_1 + ajui + ciuir1=r Yi=1....n

onde:

ai=gq;— (2/h*) b= (1/h*) —pi/(2h) ¢ = (1/h?) + pi/(2h)

a G 5] n
by a o U> r
bi a ¢ ui | =1 ri

bp—1 an—1 Cn-1 Up—1 rn—1

L b, an | | un | L |

Matriz Tridiagonal!!!
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Método das Diferencas Finitas

PVC 1D
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Método das Diferencas Finitas

Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Condig¢des de Contorno - Valor Prescrito
A funcdo u é conhecida em x; = a e/ou x, = b, ou seja,
i = u(x1) = u, efou u, = u(x,) = up

Acao:
a—a=1 a—=0 n—nA=u,efou
a,,—>5,,:1, b1—>b1:07 rh — fp = Up

Supondo valor prescrito em x; = a e x, = b:

bn—l dpn—1 Ch—1 Un—1
0 1 up
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Condicdes de Contorno - Fluxo Prescrito
. / sy, du(a) du(b) __
A derivada de u ¢ conhecida: =~ =0, 0u —~ =0
A varidvel u;_; (para i = 1) ou a varidvel u;; 1 (para i = n) deve ser
substituida na equacdo linear bju;_1 + aju; + cjujr1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacgdes de diferencas finitas convenientes na condi¢do de
derivada conhecida no contorno:
Para i=1= uj = “3* =0, = uy = 1y — ho,
H ! ~ Unt1—Un __ —
Para l:n:>un~%—ab:>un+1—un—|—hob
Acao:
aa—a=a+b, n—nAn=n-+bho,ou
a, —a,=an+¢cy th— F=r,— Chhop

Supondo valor prescrito em x; = a e derivada prescrita em x,, = b:

1 0 uy ug
by a2 @ u2 r
bp—1 an—1 Ch—1 Up—1 n—1
bp ap + ¢n up rm — cphoyp
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Condig¢des de Contorno - Condicdo mista

Um combinagio linear entre u e v’ é conhecida: a,u'(a) + Sau(a) =7,
ou apt’(b) + Bru(b) = vp

A varidvel u;_y (para i = 1) ou a varidvel u; 1 (para i = n) deve ser
substituida na equag3o linear bju;_1 + aju; + cjujr1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacgdes de diferencas finitas convenientes na condicdo no
contorno:

i=1= Olaul;huo + Baul =Y = Up = (1 + hﬂa/aa)ul - h'Va/aa
i=n= ap™2— 4 Bpuy, = yp = U1 = (1 — hfBb/ap)un + hyp /o
Acao:

ag—ar=a+bi(1+hB:/as), n— A =n+bhy./a,ou

an— an=an+ c(l—hBp/ap), rh— Fn=rn— cahyp/ap

Supondo condi¢do mista em x; = a e valor prescrito em x, = b:

ay 1 uy n
az (=] u n

bp—1 an—1 Cn—1 Up—1 n—1
0 1 up up
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Exemplo com solucdo conhecida
Encontre a solugao aproximada por diferencas finitas para do PVC:

/!

u —%u’—i—u = x2+%paraxe(0,1)
u(0) = -1
u(l) = 1
ou
J(0) = 1
u(l) = 1

u(0) = -1
—u'(1)+2u(l) = -3

Considere n = 5, 10 e 50
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Exemplo com solucdo conhecida
Encontre a solugao aproximada por diferencas finitas para do PVC:

/!

u —%u’—i—u = x2+%paraxe(0,1)
u(0) = -1
u(l) = 1
ou
J(0) = 1
u(l) = 1

u(0) = -1
—u'(1)+2u(l) = -3

Considere n = 5, 10 e 50
Sabendo que a solug3o exata é u(x) = x? + x — 1 avalie o erro cometido

em x =0.5
Lucia Catabriga ANI



Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

Considere as funcdes auxiliares:
@ pvc.m:
[X7 u] =

pvc(a, b7 n, tip037 Uy, 0a, 0y, Baa Yas tipOb, Up, Op, Cp, Bb? /yb)'
sendo:

e n ndmero de incégnitas;
e tipo, tipo de condicdo de contorno em x = a (1: valor
prescrito, 2: derivada prescrita, 3: condi¢do mista)
e tipop tipo de condicdo de contorno em x = b (1: valor
prescrito, 2: derivada prescrita, 3: condi¢do mista)
@ funcoes.m:
[p, q, r] = funcoes(a, b, n)
defini¢des das fungdes p(x), q(x) e r(x)
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

funcoes.m

function [p,q,r] = funcoes(a,b,n);
h= (b-a)/(n-1);
p = zeros(n,1);
q = zeros(n,1);
r = zeros(n,1);
x = linspace(a,b,n);
for i=1:n do
p(i) = -1/2;
q(i) = 1;
r(i) = x(i)? +1/2;
end for
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Método das Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 1D - Estacionario Condigoes de Contorno - PVC 1D

Exemplos PVC - 1D
PVC no OCTAVE

pvc.m
function [x,ul=pvc(a,b,n,tipo.a,ua,sigma a,alfa a,beta a,gamma_a,
tipo_b,ub,sigma b,alfa b,beta b,gamma b);
h = (b-a)/(n-1); > define variaveis principais
x = linspace(a,b,n); x = x’
f = zeros(n,1); u = zeros(n,1); A = zeros(n,n);
[p,q,rl=funcoes(a,b,n); > considera valores especificos para as funcoes p, q e r

AC1,1) = ...; A(1,2) = ...; f(1) = ... > monta sistema Au=f
for i=2:n-1 do
A(i,i-1) = ...; A(i,i) = ...; A(i,i+1) = ...; £(1) = ...;
end for
A(n,n-1) = ...; A(n,n) = ...; f(n) = ...;
bl = ...; > aplica condicoes de contorno em x=a;
switch tipo.a
case 1 ...; case 2 ...; case 3 ...;
otherwise
printf ("Erro na Condicao de contorno");
cn = ...; > aplica condicoes de contorno em x=b;
switch tipo_b
case 1 ...; case 2 ...; case 3 ...;
otherwise
printf ("Erro na Condicao de contorno");
u = A\f; > Resolve sistema linear
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Problema de Valor no Contorno - 2D

Supor k, Bx(x,y), By(x,y), 7(x,y), 8(x,y), h(x,y) e f(x,y)
conhecidas, encontrar u(x,y) em Q € R? tal que:

o%u  0%u
( + >+ﬁx +ﬂy8 yu = femQ

ox2  Oy?
u = gemly,
0
—/{8—:" = hemlI[y
ou
aq%—i—ﬂqu = gemly,

00 =T, +Th+T,
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Discretizacao do Dominio Retangular

Q={(x,y),a<x< bc<y<d}

Objetivo:
obter aproximagdes uj ~ u(x;,y;)) ¥V i=1,....,nej=1,....m
I=n*n=N
I+n
-1 I 1+1
L+l IH+n i
0 U IO W I S S |
I=n+1 I=2n
1j-1 I-n 1=1 I=n
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario

Condigoes de Contorno

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas

ou Uit1j — Uji-1;j

U1 — Uy 2
i v) =~ = 0(h
B i %) 2h, om0 k)
Ou Uij+l — Uij—1  Upgp — U_p 2
oy Ui %9) 2h, 2h, (hy)
2%u Ui—1j —2ujj +uUiy1;  uj—1 —2u; + Upyq 2
Fu N _ 0(h
axz (Xnyj) h)2< h)2< ) ( X)
9%u Uij—1 — 2ujj + Ujj11 Uj—p — 2U] + Uj4p 2
7(Xi7yj) ~ ! 2J L = 2 ’ 9(h )
dy? h2 h2 x
Lyl I+n
g |y ol 1 T I+l
Lyl In I=1,2,...,mxn
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Aproximacao das derivadas por Diferencas finitas

1—2 _n—2
_k(UI 12U Ui Uin Ul+ul+n) N

G G
(3 (252 )+ (et )
yiup = f
diuj_p+ bjuj_1 + aju; + Ciujy1 + €eUjyp = fl VI = 17 -ee,mxn
a = v +2k(1/h+1/h)
b (—k/B2) = (B)1/(2hy)
c = ( k/hz) + (ﬂx)l/(2hx)
d (—k/hy) = (By)i/(2hy)
e = (—k/hy)+(B,)1/(2hy)
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Sistema Resultante - Matriz Pentadiagonal

(a1 «a e 1TTw] [ A
b a o & Uo H
dn+1 bn+1 an+1 Cn+1 e'n-&—l Upt1 fn+1
d by a c e uy fi

dn-1 bv—1 an—1 on—1| |fn—1 fn—1

i dn by an | | un | | v ]
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigcoes de Contorno

Configuracao - 2D - Pentadiagonal

a, b c,
b, a, b, C,
b, a, 0 Cy
c, 0 a, b, c,
Cs b, as; b, Cs
Cq b, a, 0 Cq
c, 0 a, b
Cy by a; b
L Cy b, dy |
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Valor Prescrito

A fungdo u é conhecida em /, ou seja, u; = u(x;,y;) = g(xi, ;) = &
Acao:

a;— a; =1, C//-)C?/ZO7 b/—>5/:0, c—¢ =0 ¢—¢&=
O,efinfi=g

Representando a linha / do sistema:

Up—y
n—1 -1 I I+1 I +n
uj—1
o ... 0 1 0 .. 0o .. |lw)|=H
Ury1
Ul4n
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida em /, ou seja, —k%£ |, = h(x;,y;) = hy
O dominio Q é retangular, portanto a derivada com relacdo a normal
exterior unitdria (n) é definida por:

—Z—; para [ =1,2,...,n

d

CTUZ %para I'=n2%n,..., mxn

n
%para /:(m—l)*n+17(m—1)*n+27...7m*n
—d para I=1,n+1,...,(m—1)xn+1

Dependendo da posi¢ao / no contorno, uma das varidveis | — n, | — 1,
I +1, I + n estara fora do dominio, portanto a equacio:

divj—n+ biui—1 + ajuy + quip + eupn =1

devera sofrer as modificacdes necessarias considerando uma das
possibilidades descritas de acima.
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1,2,....n
du du uy— uj_p hy
dn‘l < dy) |I ( hy ) 1 Uj—n u k i

Substituindo na equagido /:

h
bruj—1 + (ar + dp)uy + cruppr + eruppn = fi + d/%h/

Acao: _ _
aj— a, = a;+d, d/—>d/=0€f/—>f/=f/+d/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I =n2x%xn,....,mxn
du, du N Ul —ur\ B hy
7/(%“—7/( <dx) |/~ k< h > = hy = Ujy1 = Uy p hy

Substituindo na equacgio /:

hy
divj_n+ bjuj—1 + (a7 + c)uy + ejupn = fi + CIThI

Acao:
a; — a; =a;+ ¢, C/—)C_/Ioef/—)f/:f/JrC/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=(m-=1)x«n+1,(m=1)x«n+2,....,mx%n

du du Ul4n — Ug hy
n" ( ) i < h, > 1= Upen = up— o hy

Substituindo na equacio /:

h
divj—n+ bjuj—1 + (a) + e)uy + quiyr = i + e,%h/

Acao:
= = 3 h
a —a =a te, e,%e,:Oef/%f,:f,Jre,%h,

Lucia Catabriga ANI



Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicoes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1n+1,...,(m—1)xn+1

du du up— uj_1 hy
dn|l ( dX) |I ( hx ) 1 -1 uj K I

Substituindo na equagio /:

h
diuj—p+ (ar + by)uy + qrupyr + epuppn = fi + b/fh/

Acao: _ _
aj— a =a;+ by, b/—>b/=0ef/—>f/=f/+b/%h/
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista

Um relagdo linear entre a derivada e a funcdo é conhecida em /, ou seja,
du —

Qq (%)1_"' Baur = qi _ 5

O dominio Q é retangular, portanto a derivada com relagdo a normal

exterior unitdria (n) é definida por:

_ZTL/’ para [ =1,2,...,n

d

CT:II: %para I'=n2%n,...,mxn
%para /:(m—l)*n+l,(m—1)*n+2,7m*’7
—% para I=1,n+1,....,(m=1)xn+1

Dependendo da posi¢ao / no contorno, uma das varidveis | — n, I — 1,
I +1, I + n estara fora do dominio, portanto a equacdo:

divj—n+ biui—1 + ajuy + quipr + Ui =1

devera sofrer as modificacdes necessarias considerando uma das
possibilidades descritas acima.
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista para I =1,2,...

0
Qg _2 "‘Bqul = q
dy /,

<8u) U — Uj_n
Como | — ~ — 1
9y ), hy

- (1_’%>u,+hyql

Qq Qq

Substituindo na equa¢io /:

h h
byuj—1 + <al +d (1 - yﬂq)) U+ crupy1 + €Uy, = fi — a9,
aq aq

Acao:
a,%é,:a/er/(lf—hjf"), d/*)J/IOGﬁ*)f_’/Iﬁfd/L(yyqlq/
q 'q
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Diferencas Finitas
Problema de Valor no Contorno 2D - Estacionario Condigoes de Contorno

Condicao de Contorno Mista para I = n,2%n,..., mx*n

ou U1 — Uy
C -
omo (6X>I hX
hx hx
U1 = (l_ﬂq>ul+ql
Qg Qg

Substituindo na equa¢io /:

h h
diuj_pn+ bjuj_1 + (a/ + ¢ <l — XBq)) up e, ="f—q x4
Qq Qgq
Acao:

_ hy _ =
a,%a,:a,Jrc/(lfa—ﬁq), c,%c,:Oef,%f,:f,fc,hX
q

0x4qi
Qq
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