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O algoritmo espectral

Seja dada A € R"*" definida positiva (note que A é simétrica com
diagonal positiva). A fica completamente determinada por seu tridngulo
inferior e sua diagonal. Definimos

row(A, i) ={j;a; #0,1 <j<i}.
Para cada linha i de A, definimos
fi(A) = min{j;j € row(A, i)},

r(A) = i — f£(A).

Observe que como a; # 0, Vi, temos 1 < f;(A) < i,Vi. O envelope de A
¢ definido como

enV(A) = {(I,j),f,(A) SJ < ’7’ = 13 7n}'

Denotaremos por esize(A) = |env(A)| o tamanho do envelope de A.
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O algoritmo espectral

A fatoragdo de Cholesky de A pode ser feita ignorando os termos nulos
fora de env(A). Isto pode ser feito em tempo

n

%Z 2(A)+0 3 r(A)

i=2
Uma boa medida para isso é

n

ework(A) = Z r2(A).

i=2

Os parametros esize(A) e ework(A) dependem da ordem das
linhas/colunas de A. Definimos ent3o

esizemin(A) = min esize(P*AP),

P perm

onde P perm significa “P é matriz de permutacdo”. Definimos também
eworkmin(A) de maneira andloga. Vale observar que esses minimos em
geral n3o sdo atingidos para uma mesma matriz de permutagdo.
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O algoritmo espectral

Agora, associamos um grafo a matriz A, da maneira que segue. Tome
G(V,E) n3o orientado com V = {v1,--- ,v,} e

(vi,vj) € E & (A—diag(A));j # 0. G é o grafo sem lagos cuja matriz de
adjacéncia “tem a estrutura de A".

O produto P*AP equivale a uma reordenacio dos vértices de G.
Podemos ent3o tratar os problemas de minimizar esize(P'AP) e
ework(P*AP) buscando a melhor ordenacio dos vértices de G.

Dada uma ordenagdo (bijecdo) a: V — {1,--- ,n} dos vértices de G,
definimos

r(v,a) = max{a(v) — a(w); w € {v} Uadj(v), a(w) < a(v)},
onde adj(v) sdo os vértices adjacentes a v € V. Também definimos
esize(G, o) = Z r(v,a), ework(G,a)= Z r’(v,a),
vev vev
esizemin(G) = main esize(G,a) e eworkpin(G) = moin ework(G, @)

Temos esize(G, a) = esize(P*AP), ework(G, o) = ework(P'AP), onde
a“="P[1 --- n]".
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O algoritmo espectral

Para exemplificar, consideramos uma matriz de ordem 6, cuja estrutura
de espassidade é dada abaixo, e seu grafo associado.

1 I ] r(vi,id) | O
‘ r(ve,id) | 1
2 - I'(l,';zg,z'd) 1
3 r(vg,id) | 3
r(vs,id) | 3
! L4 0 r(v,id) | 3
5 e 0 o >r 11
6 env(4) @ 0O e rr 2
esize(A) = 11 esize(G,id) = 11
ework(A) =29 ework(G,id) = 29
12 4 3 5 6
[ e e o ] 0
q 1
2] @ o o o 5
4| o o @ 2
3 o (0 o ° g
5 o o (0 o o 10
6 env(P'AP) ®© @ @ 2
esize(P'AP) = 10 esize(G, o) = 10
ework(P*AP) = 22 ework(G, o) = 22

onde P troca as linhas 3 e 4, e (a(v1), -+ ,a(v)) = (1,2,4,3,5,6).
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O algoritmo espectral

A fim de minimizar esize(G, «) e ework(G, ), consideramos o problema
de r-soma (1 < r < o), que consiste em minimizar, sobre todas P de
permutacao,

o(P'AP) = Z Soooi-))

i=1 jerow(PtAP,i)

Sendo 0, min(A) = Prgi?m a,(P*AP), é possivel mostrar que

esizemin(A) < g1min(A), eworkmin(A) < U%min(A)

€ 01 min(A) < |E| 02 min(A) < eSizemin(A) 02 min(A)-
Apresentaremos uma maneira de aproximar o3 . (A) via laplaciana de G.
Isso de certa forma é suficiente pois vemos que

esizemin(A) < 05 in(A) e eworkmin(A) < 3. (A).

Observamos somente que o problema de 1-soma é mais custoso
computacionalmente que o de 2-soma.
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O algoritmo espectral

Além de aproximar o3 . (A), apresentaremos uma maneira de recuperar

uma matriz de permutagdo que aproxima oamin(A).

Primeiramente, sendo Q = diag(d(v1),---,d(v,)) —adjG a laplaciana de
G, sejam A1 (Q) < -+ < A\y(Q) seus autovalores. E possivel mostrar que

SXAQn( 1) < BrlA) < T A(Q)n( — 1)

Sendo p =[1 --- n|*, é possivel mostrar que

03 min(A) = min  tr QXBX®,

X perm

onde B = pp' € R"™" tem posto 1 (daf a facilidade computacional em
relacdo a problemas de 1-soma). A fim de aproximar solucdes deste
problema, observamos que

X é matriz de permut. < Xu=X'wu=u, XX=1I, e X>0,

onde u = (1,1,---,1) € R" (u é unitdrio).

Si-
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O algoritmo espectral

Seja V € R™("=1) uma base ortornormal do complemento do espaco
gerado por u. Temos

Vtu=0 e P=[uV]eR"™ ortornormal.

Mais ainda,
t 1 Ot t
P*XP = 0y | onde Y = V*XV.
Dai
1 Ot t t t
X=P 0y P' = uu® + VYVE.

Com um pouco mais de argumentacdo o problema
2 — t :
05 min(A) = Minx perm tr @XBX?, pode ser escrito como

mintr QYBY!, sa. YY'=/[_1, VYV'>_—ut,

onde Q = V!QV e B anilogo. Relaxando a restricio VYV > —uut,

temos que Y = RS' é solucdo 6tima, onde R (respect. S) é matriz de
autovetores de @ (respect. B), correspondentes aos autovalores de Q
(respect. B) ordenados.
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O algoritmo espectral

Dai Xo = uu® + VRSV aproxima o3, € atinge o limitante inferior
1
o3 (XEAXp) = EAz(Q)n(n2 —1).

Notemos no entanto que n3o necessariamente Xy > 0. A estratégia agora
é encontrar uma matriz de permutacdo Z que melhor aproxima Xj.
Sabemos que quando uma matriz C é definida positiva, existe uma tnica
1 . . 1 1 ..
C? definida positiva tal que C2Cz = C. Temos Q + «a/, definida
positiva para qualquer o > 0 pois
x(Q+al)x=x"Qx+alx?>alx?>0 se a>0ex#0
donde usamos o fato de que
x'Qx = Z (xi —x)? >0, ¥x€R" (Q ésemidefinida positiva).
j<i,a;#0

Agora, daremos uma nova formulacdo ao problema de minimizar
03(ZtAZ) sobre {Z; Z perm}. Da igualdade acima, vemos que

PrRp=0o3(A) =) > (i—j} (p=1[1- 1))

i=1 jerow(A,i)
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O algoritmo espectral

Observamos que
(Zp)'Q(2Zp) = P(Z'QZ)p Z Yo (i—i)=03(2'A2).
i=1 jerow(ZtAZ,i)

Também

(@ + ) 201" = [(@-+ )i Zo] (@ -+al)iZp
= (2p)'Q(2p) + (2p)' h(Zp) = (2p)*Q(2p) + ap',
——

cte

onde usamos o fato de Z'Z =/, e (Q + ozln)% ser simétrica. Portanto o
problema de minimizar 03(Z*AZ) é descrito como

min [[(Q + aly)? Zp||*.
Z perm
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O algoritmo espectral

Fazendo Z = Xo + (Z — Xp), chegamos a

1(Q +alh)? Zp|* =

(@ + aln) 2 Xop|> +2tr p*(Z = Xo)(@ + aln) Xop + (Q + aln)2(Z — Xo)p|*.
Descartando os termos constantes e o ultimo, Z pode ser aproximado por

Ze armein tr (Q + aly) XoBZE.

perm
Substituindo Xp = wu® 4+ VRS'*V* e fazendo (muitas!) contas chegamos a

Z €arg _min tr Z'xpt,

perm

onde x; é autovetor de @ associado a A\»(Q).
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O algoritmo espectral

A solu¢do do problema anterior é uma matriz Z correspondente a
permutacao que, ou deixa as coordenadas de x, em ordem n3o-crescente,
ou n3o-descrescente (j& que —xp também é autovetor). Supondo que o
grafo induzido G é conexo, temos o algoritmo:

Algoritmo 1

© Dada A definida positiva, tome a matriz @ laplaciana do grafo
associado a A;

@ Calcule um autovetor x; de Q associado ao autovalor X2(Q) (isto
pode ser feito pelo algoritmo de Lanczos);

@ Ordene as coordenadas de x, em ordem n3o-crescente e faca a
matriz de permutacdo Z; correspondente. Faca o mesmo em ordem
nao-descrescente e tome a matriz de permutacdo Z, correspondente.
Escolha a permutagio (Z; ou Z») que leva ao menor esize(Z'AZ).
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O algoritmo espectral

Ultimas observacoes

De acordo com as referéncias:

@ O presente algoritmo mostra-se mais eficiente, em tempo de
execuc¢do e consumo de memdria, que o algoritmo Reverse
Cuthill-McKee.

@ O desempenho do algoritmo pode ser melhorado se usarmos
pertubacdes na diagonal de Q. Uma pertubag¢do por um vetor d é

dada por Q = Q + diag(d).
@ O passo 1 requer o calculo dos graus de todos os vértices de G, que

pode ser feito com complexidade quadratica (basta contar em cada
linha de A o nimero de elementos n3o nulos).

e O algoritmo de Lanczos utilizado para o célculo do autovetor x;
(passo 2) é paralelizavel.

@ O passo 3 requer a ordenac3o de x», que pode ser feito
eficientemente pelo Quicksort (complexidade quadrética no pior
caso).
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