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Processo de Solucdo

 Fenomeno Natural
* Modelo Matemadtico - Equagdes Governantes
* Métodos de Aproximagado

Diferencas Finitas
Volumes Finitos
Elementos Finitos
Elementos de Contorno




Etapas de Solugdo

Pré-processamento dos dados:

» Condicoes de Contorno

» Condicoes Iniciais

» Definicdo do dominio discretizado
Processamento de solucdo:

* Para cada ponto de interesse do dominio discretizado
da malha montar estrutura de solucdo
» Obter solugdo aproximada ou solugdo no tempo corrente

Pos-processamento dos Resultados:

- Visualizacdo e andlise dos resultados obtidos



o . Solugdo
Dominio Real Dominio Discretizado Aproximada

Dispersdo de Poluentes na Baia de Guanabara




Processo de Solucdo

Ndo dependem do Tempo

Equagdo Diferencial
Parcial

!

Aproximagdo do dominio

!

Solucdo do Sistema
(Linear ou Ndo-Linear)

Dependem do Tempo

Equagdo Diferencial
Parcial
2 .
Aproximagdo do dominio
Eq. Diferencial Ordindria

:

Aproximagado no Tempo

: 1

Solucdo do Sistema
em cada passo de tempo




Método das Diferencas Finitas (MDF)

Discretizacdo do
Dominio
Equacgdo de

Diferencas Finitas

Equagdo Diferencial

Solucdo de Sistemas
Lineares ou Ndo Lineares




Método dos Elementos Finitos

Equagdo Diferencial
Discretizacdo do
Dominio

Equagdo Integral

Aproximagao
Solucdo de Sistemas
Lineares ou Ndo Lineares




MDF: exemplo de solugdo para equagdo 1D

Equagdo diferencial continua u"=1t em (0,1)
u(0) =u(l) =0

1- Discretizacdo do Dominio:

O=X, <X <X <X <X, <+ X

— n+1

=1
X. = X, + 1AX

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas”:

u —u.
u'=- -1 , O(AX) y' = U, U, O AXZ

u.., —u w_ Uig — 2ui +U, 2
u'=—L_ O(AX) u" = , O(AX?)

AX AXZ




MDF: exemplo de solugdo para equagdo 1D

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas”:

(o ()i (Fag a1 1100
M Y —
|

a 1 u | [ f—bu, 0 b
b a b u, f, b-a b
Lo|= : A ¢ tridiagonal :
b a U, f b b
I b allu, | |f,—bu,, b ]




MDF: exemplo de solugdo para equagdo 2D

Equagdo diferencial continua

2 2
vy =2y, 2y =f em (0,1)x(0,1) c°?

u=g(x,y) e/ou 2—E=h(x,y) emI’

1- Discretizacdo do Dominio:

<o X, SX X, <X =10 X=X, +1AX
O=Y <y <Y SY;SYjusS- ym+1—1 Y=Y+ JAY

2 - Aproximagdo das derivada por “diferengas”:

2
OU Uy — Uy, 2 OU _ Uy =2U; +Uiy, 0
= 1 O(AX = (Ax?)
OX 2AX (Ax) O’ AXZ




MDF: exemplo de solugdo para equagdo 2D

Numeragdo das incognitas: 5 e
tml)rT'H """" mn
""""""""" T e
-1 [y r+ly T I I+l *ln “““““
R AR S s
1,)-1 kn |00 ]m _______
e o
B noo
U ..—2u.+U ... U ..—2U. +U .
1-1, ] 1 1+1, | 1,]-1 1 L+l . -
2 T 2 _fij’l 1,---,n J=1---,m
AX Ay
u .,—2U, +U u . —2U, +Uu
-1 I I+1 + | -n I l+n _ fl’ | :1’” ,N

AX® Ay?




MDF: exemplo de solugdo para equagdo 2D

2 - Aproximagdo das derivada por "diferengas”:

(}/AyZ)uln "‘(%Xz)um _2(%)(2 +}/Ay2ju'

S . . . /

+(}/Ax2)u'+1+(}/Ay2ju'+” =f,l=1---,nxm
T Y

.
o J/

a b C 1fu, ] [ f,—cus—bu, | l'

b a b C U, f2 — ClUs
b a 0 c U, fy —cug —bu,
C 0 a b C u, f, —bug
c bab ¢ |ul= fs A é Pentadiagonal
C b a 0 C | Ug f6 —bu,_
C 0 a b u, f; —buy —cuy
C b a b u fg —Cuy
c b aju, | | fy—cuy—bu |




Diferencgas Finitas 2D — Matrizes pentadiagonais



' MEF: exemplo de solu¢do para a equagdo 1D

Formulagdo Forte u"=1 em (0,1)
u(0) =u@) =0

jolu"(x)v(x)dx = Iol f (X)v(x)dx

UV - jolu (V' (X)dX = jol f(X)V(X)dx

Formulacdo Variacional ou Formulacdo Fraca

Encontrar ueV tal que Vv eV, —j:u'v'dx :jol fvdx




MEF: exemplo de solugdo para a equagdo 1D

Formulagdo Variaconal Aproximada
O=X, <X <X <X <X, <X, =1

+1 — n+1

X. = X, +1AX

V ={u:[0,1] - 0,u é continua, u/[X,, X,,,] é linear, k =0,---,n e u(0) =u(l) =0}
( X— X1

#(X) =5

0 se X & [Xy 1, X,1]

Escolher &, com suporte compacto, isto é:

qﬁ/k(l

k-1 k k+1




2| MEF: exemplo de solu¢do para a equagdo 1D

Encontrar ueV tal que Vv eV, —jolu'v'dx :jol fvdx

u"(x) = iuk@(x) f"(x) = Zn: f .4 (X)

1 1
Encontrar u" eV" tal que wv" eV", —_[Ouh 'v" ' dx :_[O f "v"dx

_I;jznll(uj¢'j(x)) @', (x)dx =jolfh¢,(x)dx Ve, i=1--n

i(—j§¢'j(x)¢'i(x)dx)uj :j:fhﬁ(x)dx Vg,i=1---,n



MEF: exemplo de solugdo para a equagdo 1D

Como &; possui suporte compacto, &(x) &/ (x) € diferente de
zero somente parai = j-1, j e j+1

o/ 1
/X< Au — b A é tridiagonal

1) j+l




.+ | MEF: exemplo de soluc¢do para a equagdo 1D

A=Ak® b=Af° AU =D

(0= 3 U ()




MEF: exemplo de solugdo para equagdo 2D

Equagdo diferencial continua

2 2
_au+;g=femamquDcD2

u=0emI’

Formulacdo Variacional ou Formula¢do Fraca

Encontrar ueV tal que Vv eV, —J'QVu.VvdﬂzfQ fvdQ




MEF: exemplo de solugdo para equagdo 2D

0%, y) = 3 Uy (%, ) Y= fdh (X, Y)

Formulagdo Variacional Aproximada

Encontrar u" eV" tal que " eV", —jﬂVuh.Vv“dQ:jQ fvhdQ

J.2 (Vo) vada=[ a0 va, i1 Ay = b

Zn:(—jgvcﬁj-vcﬁ.dﬂ)uj = jol f'4dQ Vd,i=1---,n

= A € esparsa
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MEF: Montagem da Matriz Esparsa




MEF: Montagem da Matriz Esparsa

Finite element mesh

Assembled matrix

Al Al Ad A4l




FEM: Matrizes Esparsas Resultantes
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Matrizes Esparsas Resultantes x
Reordenamento de Grafos

Finite element mesh

Assembled matrix
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Reordenamento Cuthill-Mckee




Matrizes Esparsas Resultantes x
Reordenamento de Grafos

Finite element mesh

Assembled matrix

T

I Bawi
"a [l R

u iR = anEEEEE | .
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Ordenamento Natural

Reordenamento Reverse Cuthill-Mckee




Matrizes Esparsas Resultantes

. Matrizes esparsas x Solugdo de sistemas
Lineares

. Armazenamentos Globais
. Armazenamentos Locais
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Matrizes Esparsas x Métodos de Solugdo

. Métodos diretos:

- Solugdo exata a menos de erros de arredontamento.
Transformacdo do sistema em sistemas triviais
modificando os coeficientes da matriz esparsa e
alterarando a esparsidade.

. Métodos Iterativos:

- Solugdo aproximada com tolerdancia pré-fixada. Ndo ha
alteragdo dos coeficentes nem da esparsidade da
matriz

- Dependem de condigdes de convergéncia
- Necessidade do produto matriz-vetor
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AA matriz de ordem nx5 ou nx(2p+1)

Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Globais

Compressed Diagonal Storage (CDS)
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Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Globais

Compressed Sparse Row (CSR)

_k11 I(12 I(14 ] .
Lk, k, k, K A: matriz de ordem nxn
k32 k33 k35 k36
k41 k42 k44 k45 k47
A - k52 k53 k54 k55 k56 I(58 k59
- Kes  Kes Kes nnz: nimero de coeficientes
k74 k77 k78 nao nUIOS
84 k87 88 k89
L k95 k96 98 k99_
~ e == 22
AA: kll k12 k14 k21 k22 k25 k32 k33 k89 k95 k96 k98 k99
JA:[l 2 41 2 ..5 2 3 ... 95 6 8 9]

IA=[1 4 9 13 18 25 29 32 36 40]

AA, JA: vetores de ordem nnz
IA: vetor de ordem n+1




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Globais

Skyline Storage (SKS)

Ky,
2 K A: matriz simétrica de ordem nxn
Ky, K
Ko Ky Kaa
A= Ks, Ksy Ksy K
63 65 Kes
K74 Ko7
84 57 Keg
K Kog Kgg  Kog
I S e e =L
AA: kll k21 k22 k32 k33 k41 k42 O I(44 k95 k96 O k98 k99

IA=[1 2 4 6 10 14 18 22 27 31]

AA: vetor de ordem nnz+q
IA: vetor de ordem n+l




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Globais

Algoritmo Produto Matriz-vetor CSR

para i=1,2,..,n
k1l IA (1)
k2 IA(i+1) -1
para j = kl1,.., K2
y(i)= y(i) + BA(F)*v(JA(]))
fim para ! j
Fim para ! i




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Locais

Elemento por Elemento (EBE)

nel
K = Ak
[ k11 I(12 k1,nen ]
ke _ I(21 k22 2,nen

knenl knen2 knen,nen_




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Locais

Algoritmo Produto Matriz-Vetor EBE

nel nel

Av = (e A%V = e AV

para e=1,2,. ,nel

localize: ve « v(e)

produto: ave <« ke*ve

espalhe e acumule: v(e) <« v(e) + ave
fim para ! e




Armazenamento de Matrizes Esparsas

Estratégias Locais

Aresta por Aresta (EDS)

> Desmembramento da matriz elemento nas componentes
das arestas

e o|l[x x 0][0 0 O][x 0 x]
e ox x 0OHO x xHO O O
o o _O 0 O_ _O X X ||x 0 X

Elemento

Arestal

Aresta2

Aresta3

> Soma das contribuicoes das arestas dos elementos
adjacentes

J

K

@) @)

0] @)

-~ ArestalJ -




Armazenamento de Matrizes Esparsas

Estratégias Locais

Aresta por Aresta (EDS)

K:ﬁks

nedges

k° =

kll k12

21 k22

_knedl kned2

1,ned

2.ned

K

ned,ned |




Armazenamento de Matrizes Esparsas
Estratégias Locais

Algoritmo Produto Matriz-Vetor EDS

nedges nedges

Av = ( e A’V = é k®v*

para s=1,2,..,nedges

localize: vs « v(s)

produto: avs <« ks*vs

espalhe e acumule: v(s) <« v(s) + avs
fim para ! s




Processamento Paralelo




Grafos

igside = 0

DO iblk = 1, nedblk

nvec = iedblk({iblk)

!dir$§ ivdep

!SOMP PARALLEL DO
DO i = iside+l, iside+nvec,

.. .MATVEC computations...

ENDDO

! SoMP PARALLEL DO

iside = iside + nvec

ENDDO

...over interface nodes...

#ifdef MPICODE

call MPI AllReduce

#endif

1

L " Sl *

-
0 -
-

AP
OpenMP ‘g:'g%

Necessitamos de um Algoritmo de Coloragdo de Grafos !
Atualmente € usado um algoritmo "Guloso”



Particdo de Grafos

Algoritmos de Partigdo de Grafos

Metis (http://people.sc.fsu.edu/~burkardt/c_src/metis/metis.html):
familia de particionamento de grafos ndo estruturados considerando
reducdo de banda da matriz associada (www.cs.umn.edu/~metis )




Processamento Paralelo




Processamento Paralelo x
Particdo de Grafos

2 How do we work with data partitioning and memory dependency?

Data partitioning (Metis)
Distributed memory (MPI)

Mesh coloring

Vectorization (ivdep) and/or
shared memory parallelism
(OpenMP)

Pipelines in [tanium-2 (ivdep)
Data partitioning +

Mesh coloring and
vectorization




